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SCIROTANIBMOC DNA YROEHT HPARG  

24SC01:edoc buS         52:skraM AI  
40:keeW/sruoH         30:sruoh maxE  

25:sruoh latoT         001:skram maxE  
                                                             

TINU -1 
maxE dna noitinifeD :yroehT hparG ot noitcudortnI  hparG dna ,stnemelpmoC shpargbuS selp

.stiucriC dna sliarT reluE ,eergeD xetreV msihpromosI  
 

TINU -2 
 gniruoloC hparG ,selcyC dna shtaP notolimaH ,shparG rennalP :.dtnoC yroehT hparG eht noitcudortnI

 .slaimonyloP citamorhC dna  
 

TINU -3 
rp ,noitinifed : seerT  xiferp dna seert dethgiew ,gnitros  dna seert ,seert detoor ,selpmaxe  dna seitrepo

 sedoc  
 

TINU -4  
gnihctaM dna noitazimitpO :  seerT gninnapS laminiM ,mhtiroglA htaP tsetrohS s’artskjiD –  ehT

 skrowteN tropsnarT ,mirP dna laksurK fo smhtirogla – xaM - M ,wolf ni - yroehT gnihctaM ,meroehT tuc  
 

TINU -5 
 snoitanibmoC ,snoitatumreP ,tcudorP dna muS fo seluR ehT :gnitnuoC fo selpicnirP latnemadnuF –  ehT

srebmuN nolataC ehT ,noititepeR htiw snoitanibmoC ,meroehT laimoniB  
 

TINU -6 
:noisulcxE dna noisulcnI fo elpicnirP ehT   fo snoitazilareneG ,noisulcxE dna noisulcnI fo elpicnirP ehT

 stnemegnareD ,elpicnirP eht – slaimonyloP kooR ,ecalP thgiR sti ni si gnihtoN  
 

TINU -7 
 selpmaxE dna noitinifeD ,selpmaxE yrotcudortnI :snoitcnuF gnitareneG –  ,seuqinhceT lanoitaluclaC

 snoititraP rotarepO noitammuS ehT ,noitcnuF gnitareneG laitnenopxE ehT ,sregetnI fo  
 

TINU -8 
 suoenegomoH raeniL redrO dnoceS ehT ,noitaleR ecnerruceR raeniL redrO tsriF :snoitaleR ecnerruceR

noN ehT ,stneiciffeoC tnatsnoC htiw noitaleR ecnerruceR - cnerruceR suoenegomoh  ehT ,noitaleR e
snoitcnuF gnitareneG fo dohteM  
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stnetnoC elbaT  
 

ON IS  stnetnoC  oN egaP  

1 yroehT hparG ot noitcudortnI  3- 63  

2 deunitnoC yroehT hparG ot noitcudortnI  73 - 07  

3 seerT  17 - 38  

4 gnihctaM dna noitazimitpO  48 - 99  

5 uoC fo selpicnirP latnemadnuF gnitn  001 - 731  

6 noisulcxE dna noisulcnI fo elpicnirP ehT  831 - 351  

7 snoitcnuF gnitareneG  451 - 091  

8 snoitaleR ecnerruceR  191 - 612  
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1 TINU  
NOITCUDORTNI  

  
scitamehtam etercsiD .yroeht hparg dellac scitamehtam etercsid fo hcnarb a tuoba si cipot sihT  – 

 eht( scirotanibmoc edulcni seitreporp rieht dna )snoitcelloc etinif yllausu( erutcurts etercsid fo yduts eht
 fo snoitcelloc fo seitreporp gnitupmoc rof smhtirogla )stcejbo fo noitaremune dna noitanibmoc fo yduts

o fo yduts eht( yroeht hparg dna ,stcejbo .)snoitaler rieht dna stcejb  
 erofereht yroeht hparg gnisu devlos dna detats eb nac scitamehtam etercsid ni melborp ynaM
 etercsid nihtiw sdleif tnarbiv dna tnatropmi tsom eht fo eno eb ot ynam yb deredisnoc si yroeht hparg

 .scitamehtam  
csid ni melborp ynaM  hparg erofereht yroeht hparg gnisu devlos dna detats eb nac scitamehtam eter

 etercsid nihtiw sdleif tnarbiv dna tnatropmi tsom eht fo eno eb ot ynam yb deredisnoc si yroeht
 .scitamehtam  
YREVOCSID  

tnednepedni neeb sah yroeht hparg taht ecnedicnioc on si tI  ti ecnis ,semit ynam derevocsid yl
 noitnem dedrocer tseilrae eht deednI. scitamehtam deilppa fo aera na sa dedrager eb ylreporp etiuq yam
 thgim gniredisnoc saw eh melborp lanigiro eht hguohtla dna ,reluE fo skrow eht ni srucco tcejbus eht fo

sa dedrager eb   .dlrow lacisyhp eht morf esira did ti ,elzzup suolovirf tahw emos a  
 dna stpecnoc cisab eht fo tnempoleved sih ot del krowten cirtcele fo snoitagitsevni s’ffohhcriK

remune eht morf gnisira seert deredisnoc yelyaC elihW .shparg ni seert gninrecnoc smeroeht  fo noita
 ,siht retfA .notlimaH yb desoporp saw shparg ot hcaorppa elzzup rehtonA .s’remosi lacimehc cinagro
 eht nI .ecnis reve suoiroton neeb sah dna ecnenimorp otni emac erutcejnoc roloc ruof detarbelec eht

taerg a neeb ydaerla evah ereht ,yrutnec tneserp   ylno nac ew hcihw yroeht hparg fo seirevocsider ynam
.tnuocca lacigolonorhc siht ni ylfeirb tsom noitnem  

?HPARG YDUTS YHW  
 melborp elpmis lareves fo ”ruot s’kooc“ a aiv si shparg fo ytilitu eht etartsulli ot yaw tseb ehT

g aiv devlos dna detats eb nac taht  suoirav ni snoitacilppa lacitcarp ynam sah yroeht hparG .yroeht hpar
 ,scitamrofni ,gnireenigne ,scimonoce ,ecneics retupmoc ,ygoloib ,wef a eman ot ,gnidulcni senilpicsid

retfa tnedive emoceb lliw sA( ,ecneics laicos dna ,enicidem ,scitamehtam ,scitsiugnil   siht gnidaer
.smelborp cissalc lareves ta kool won ew ,sloot gniledom tnellecxe era shparg )retpahc  

 saw ti sa ,ecnacifingis lacirotsih a sah melborp sihT .grebsginoK fo segdirb eht htiw nigeb eW
si tahw gnisu devlos neht dna detats eb ot melborp tsrif eht   relue dranoeL .yroeht hparg sa nwonk won

 ylno ton relue dehsilbup saw smelborp hcus ot noitulos lareneg sih nehw 3791 ni yroeht hparg derehtaf
yroeht hparg rof ygolonimret eht decudortni yltnatropmi erom tub melborp ralucitrap siht devlos . 

 
 

.1  EBSGINOK  EHT MELBORP  EGDIRB  GR  
7071( reluE --   eh 6371 ni nehw ygolopot sa llew sa yroeht hparg fo rehtaf eht emaceb )2871

 fo ytic ehT .melborp egdirb grebsginoK eht dellac yad sih fo melborp devlosnu suomaf a delttes
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ssurP ni revir legerP eht no detacol saw grebsginoK  htob no saera sulp dnalsi owt deipucco ytic eht ,ai
 .)1.1(gif ni nwohs sa segdirb neves yb deknil erew noiger esehT .sknab  

 dna ecno yltcaxe egdirb hcae ssorca klaw ,saera dnal ruof eht fo yna ta nigeb ot saw melborp ehT
ac eno tniop gnitrats eht ot nruter  eb tsum stpmetta lla tub yllaciripme melborp siht evlos ot yrt ylisae n

.evitagen saw esac siht ni reluE fo noitubirtnoc suodnemert eht rof ,lufsseccusnu  
 hcae dna tniop a yb aera dnal hcae decalper reluE ,elbavlosnu si melborp eht taht gnivorp nI

yb egdirb   ni nwohs si hparg siht ”hparg“ a gnicudorp yb eseht stniop gnidnopserroc eht gninioj enil a
 eht taht gniwohs )1.1(gif fo saera dnal ruof eht ot dnopserroc ot delebal era stniop eht erehw )2.1(gif

arg eht taht gniwohs ot tnelaviuqe si elbavlosnu si melborp  niatrec a ni desrevart eb tonnac )2.1(gif fo hp
.yaw  

 a yb egdirb hcae dna tniop a yb aera dnal hcae decalper reluE ,elbavlosnu si melborp eht taht gnivorp nI
)2.1(gif ni nwohs si hparg siht ”hparg“ a gnicudorp yb eseht stniop gnidnopserroc eht gninioj enil   erehw
 si melborp eht taht gniwohs )1.1(gif fo saera dnal ruof eht ot dnopserroc ot delebal era stniop eht
.yaw niatrec a ni desrevart eb tonnac )2.1(gif fo hparg eht taht gniwohs ot tnelaviuqe si elbavlosnu  

 
6371 grebsginoK ni krap A :1.1erugiF  

 
 
 
 
 
 
 

F melborp egdirb  grebsginoK eht fo hparG ehT :2.1erugi  
 a depoleved dna melborp eht dezilareneg reluE ,noitautis cificeps siht gnitaert naht rehtaR
 tnedicni si tniop yreve dna detcennoc si ti taht yleman ;elbasrevart os eb ot hparg nevig a rof noiretirc

htiw   na htiw tnedicni tniop yreve ton ,detcennoc si )2.1(gif ni hparg eht elihW .senil fo rebmun neve na
.senil fo rebmun neve  

 
.2  SKROWTEN  CIRTCELE  

 suoenatlumis fo metsys eht evlos ot redro ni 7481 ni seert fo yroeht eht depoleved sffohhcriK
il snoitauqe raenil  na fo tiucric hcae dnuora dna hcnarb hcae ni tnerruc eht sevig hcihw snoitauqe raen
 ..krowten cirtcele  

 krowten cirtcele na detcartsba eh nehw naicitamehtam a ekil thguoht eh tsicisyhp a hguohtlA
lper dna ,cte ,secnatcudni ,sresnednoc ,secnatsiser sti htiw  lairotanibmoc gnidnopserroc sti yb ti deca
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H1 H2

  
H3 

W E G 

 tnemele lacirtcele fo epyt eht fo noitacidni yna tuohtiw senil dna stniop fo ylno gnitsisnoc erutcurts
 sti yb krowten lacirtcele hcae decalper ffohhcriK ,tceffe ni ,suhT .senil laudividni yb detneserper

gniylrednu   cirtcele na fo hparg eht ni elcyc yreve redisnoc ot yrassecen ton si ti taht dewohs dna hparg
.noitauqe fo metsys eht evlos ot redro ni gnitarapes krowten  

 emaceb               ecnis sah hcihw ,noitcurtsnoc lufrewop tub elpmis a yb tuo detniop eh ,daetsnI
 lliw ”seert gninnaps“ sti fo yna yb denimreted hparg a fo selcyc tnednepedni eht taht ,erudecorp dts
 ni nwohs era T eert gninnaps a dna ,G hparg gniylrednu sti ,N krowten lacirtcele devirtnoc A .eciffus

)3.1(gif  

 
:N  

 
 

)3.1( giF - niylrednu sti ,N krowten A T eert gninnaps a dna ,G hparg g  
 

 :G  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.3  MELBORP  SEITILITU  
H )4.1(gif sesuoh eerht era esehT 1 H , 2 H dna , 3  seitilitu eerht eht fo hcae ot detcennoc eb ot hcae ,

)E(yticirtcele dna ,)G(sag ,)w(retaw - ekam ot elbissop ti si ,stiudnoc fo snaem yb   noitcennoc hcus
 ?stiudnoc eht fo srevossorc  yna tuohtiw  

 
 

 
 
 
 
 
 

)4.1(giF -  eerht – melborp seitilitu  
 hparg a yb detneserper eb nac melborp siht woh swohs )4.1(giF –  elihw segde sa nwohs era stiudnoc eht

secitrev era sretnec ylppus ytilitu dna sesuoh eht  
 

.4  MELBORP  GNITAES  
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 taht hcus tis ot ediced yeht elbat dnuor a ta hcnul rof yad hcae teem bulc wen a fo srebmem eniN
 hcnul hcae ta srobhgien tnereffid sah srebmem yreve  

 
 

 
 
 
 

 )5.1(giF – elbat rennid a ta stnemegnarrA  
tsol tnemegnarra siht nac syad ynam woH ? 

 a tneserper xetrev hcae taht hcus secitrev enin htiw hparg a yb detneserper eb nac noitautis sihT
 .rehto hcae ot txen gnittis fo pihsnoitaler eht stneserper secitrev owt gninioj egde na dna ,rebmem

 tnemegnarra gnitaes elbissop owt swohs )5.1(giF –  eseht  2 5 3 1 dna ,)senil dilos( 1 9 8 7 6 5 4 3 2 1 era
 hparg yb nwohs eb nac ti )senil dehsad( 1 8 6 9 4 7 –  owt ylno era ereht taht snoitaredisnoc citeroeht

 eb nac ti lareneg nI .1 4 2 6 3 8 5 9 7 1 dna 1 6 4 8 2 9 3 7 5 1 era yehT .elbissop tnemegnarra erom
n( si stnemegnarra elbissop hcus fo rebmun eht elpoep n rof taht nwohs - n( .ddo si n fi ,2/)1 -  si n fi ,2/)2

 neve  
?HPARG A SI TAHW  

v{ = V stcejbo fo tes a fo stsisnoc )E,V( = G )hparg a ylpmis ro( hparg raenil A 1 v , 2  dellac }..…,
 E tes rehtona dna ,secitrev e{ = 1 e , 2 e egde hcae taht hcus ,segde dellac era stnemele esohw }..…, k  si

v( riap deredronu na htiw deifitnedi i v , j v secitrev ehT .secitrev fo ) i v , j   e egde htiw detaicossa k    era
e  fo secitrev dne eht dellac k hparg a fo noitatneserper nommoc tsom ehT .   ni ,margaid a fo snaem yb si

secitrev dne sti gninioj tnemges enil a sa egde hcae dna stniop sa detneserper era secitrev eht hcihw  
)a( gif ni nwohs tcejbo ehT  

.giF ni nwohS tcejbO ehT )a(  

 
( giF a  ) – if htiw hparG v secitrev e  segde neves dna  

v( riap xetrev a htiw detaicossa eb ot egde na stimrep noitinifed siht taht evresbO i v , j  na hcus )
fles a dellac si secitrev dne sti htob sa xetrev emas eht gnivah egde - e egdE .pool 1 fles a si )a( gif ni -  .pool

noitinifed eht taht eton oslA   ,elpmaxe rof ,secitrev fo riap nevig a htiw detaicossa egde eno erom swolla
e segde 4 e dna 5 fles rehtien sah taht hparg A .’segde lellarap‘ sa ot derrefer era segde hcus ,)a( gif ni -

 ron spool segde lellarap  ‘ a dellac si hparg elpmis  .’  

V1 
 

V2 
 

e1 
 

e2 
 

e7 
 

e4 
 

e3 
 

V3 
 

V4 

V5 
 

e6 
 

e5 
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FNI  DNA   ETINIF SHPARG  ETINI  
 ni ,etinif eb deen E tes egde eht ron V tes xetrev eht rehtien hparg a fo noitinifed ruo ni hguohtlA
 fo rebmun etinif a htiw hparg A .etinif era stes eseht noitacilppa lla tsomla dna yroeht eht fo tsom

e fo rebmun etinif a sa llew sa secitrev ‘ a dellac si egd hparg etinif  na si ti esiwrehto :’ hparg etinifni  .
 nwohs era shparg etinifni owt fo snoitroP .shparg etinif fo selpmaxe lla era ,)2.1( ,)a( gif ni shparg ehT

woleb  
 

 
 
 
 
 

 
 

 )6.1(giF – shparg etinifni owt fo noitroP  
EERGED  DNA  ECNEDICNI  

W v xetrev a neh i   e egde emas fo xetrev dne na si j v , i   e dna j  ro no( htiw tnedicni eb ot dias era
e segde ,selpmaxe rof ,)a( gif nI .rehto hcae )ot 2 e , 6 e dna 7 v xetrev htiw tnedicni era 4  lellarapnon owT .
nedicni era ereht fi tnecajda eb ot dias era segde e ,elpmaxe roF .xetrev nommoc a no t 2 e dna 7  )a( gif ni

 egde emas eht fo secitrev dne eht era yeht fi tnecajda eb ot dias era secitrev owt ,ylralimiS .tnecajda era
v ,)a( gif ni 4 v dna 5 v tub ,tnecajda era 1 v dna 4 .ton era  

a no tnedicni segde fo rebmun ehT  v xetrev i fles htiw , -  ,eerged eht dellac si ,eciwt detnuoc spool
v( d i v xetrev fo ,) i v(d elpmaxe rof )a( gif ni , 1 v(d = ) 2 v(d = ) 3 v(d ,3 = ) 2 v(d dna 4 = ) 5  eerged ehT .1 = )

.ycnelav sti sa ot derrefer osla semit emas si xetrev a fo  
 deredisnoc won su teL v secitrev n dna segde e htiw G hparg a 1 v , 2 v..…, n    egde hcae ecnis

seerged owt setubirtnoc  
 si taht G ni segde fo rebmun eht eciwt si G ni secitrev lla fo seerged eht fo mus ehT  

 
 

       
v(d erom ecno ,elpmaxe na sa )a( gif gnikaT 1 v(d + ) 2 v(d + ) 3 (d + ) v4 v(d + ) 5  1 + 3 + 3 + 4 + 3 = )

.segde fo rebmun eht eciwt = 41 =  
.tluser gnitseretni gniwollof eht evired llahs ew )1.1( noitauqe morF  

 
1.1  MEROEHT  

.”neve syawla si hparg a ni eerged ddo fo secitrev fo rebmun ehT“  
foorP  : htiw secitrev eht redisnoc ew fI   tfel eht ni ytitnauq eht ,yletarapes eerged neve dna ddo

 ddo dna neve fo secitrev revo nekat hcae ,mus owt fo mus eht sa desserpxe eb nac )1.1( noitauqe fo edis
.swollof sa ,ylevitcepser eerged  

1
)1.1(2)(

n

i
i

evd
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ht dna ,neve si )2.1( noitauqe ni edis dnah tfel eht ecniS  si edis dnah thgir eht no noisserpxe tsrif e
neve eb osla tsum noisserpxe dnoces eht ,)srebmun neve fo mus a gnieb( neve  

 
 
 

v(d hcae )3.1( noitauqe ni esuaceB k  ot neve eb tsum mus eht ni smret fo rebmun latot eht ,ddo si )
cneH .rebmun neve na mus eht ekam .meroeht eht e  

 a dellac si eerged lauqe fo era secitrev lla hcihw ni hparg A ’hparg raluger‘   a ylpmis ro(
.)raluger  

 :NOITINIFED  
 HPARG LLUN  DNA  XETREV  TNADNEP , XETREV   DETALOSI  

 
 

 
 
 
 
 
 

 )7.1(giF –   na ,segde seires ,secitrev detalosi gniniatnoc hparG .xetrev tnednep a d  
‘ na dellac si egde tnedicni on gnivah xetrev A xetrev detalosi  secitrev detalosi ,sdrow rehto nI .’

v secitreV .eerged orez htiw secitrev era 4 v dna 7  fo xetrev a secitrev detalosi era ,elpmaxe rof ,)7.1(gif ni
dnep a dellac si eno eerged v xetrev dne na ro xetrev tne 3  tnecajda owT .xetrev tnednep a si )7.1(gif ni

 tnedicni segde owt eht ,)7.1(gif ni owt eerged fo si xetrev nommoc rieht fi seires ni eb ot dias era segde
v no 1 .seires ni era  

issop si ti ,)E,V( = G hparg a fo noitinifed eht nI  , hparg a hcuS .ytpme eb ot E tes egde eht rof elb
‘ a dellac si segde yna tuohtiw ’hparg llun  detalosi na si hparg llun a ni xetrev yreve ,sdrow rehto nI .

rev eht ytpme yam E tes egde eht hguohtlA .)8.1( gif ni nwohs si secitrev xis fo hparg llun A .xetrev  xet
 evah tsum hparg a ,noitinifed yb ,sdrow rehto nI .hparg on si ereht esiwrehto ;ytpme eb ton tsum V tes

 xetrev eno tsaelta  
 

 
 
 
 

 
secitreV xiS fo hparg lluN :8.1 giF  

 
YROEHT HPARG FO YROTSIH FEIRB A  

1
)2.1()()()(

n

ki
ddonevei

vdjvdvd

)3.1()( k
ddo

rebmunnevenavd

V3

V1

V4V2 V5

V6

 
● 

● ● 

● 

● 

● ● 

V1 
V7 

V6 

V5 

V4 

V3 V2 
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iw 6371 ni nrob saw yroeht hparg ,erofeb denoitnem sA  devlos eh hcihw ni repap s’reluE ht
.dleif eht ni enod saw erom gnihton sraey 001 txen eht roF .melborp egdirb grebsginoK  

4281( ffohhcriK.R.G,7481 nI -  ni snoitacilppa rieht rof seert fo yroeht eht depoleved )7881
yaC .A ,retal sraey neT .krowten  lacirtcelE 1281( yel -  ot gniyrt saw eh elihw seert derevocsid )5981

C snobracordyh detarutas fo sremosi eht etaremune nH 2+n2 . 
 saw enO .dial erew yroeht hparg ni senotselim rehto owt,yelyaC dna ffohhcriK fo emit eht tuobA

ruof eht - uof taht setats hcihw ,erutcejnoc roloc  a no pam a(salta yna gniroloc rof tneiciffus era sroloc r
.sroloc tnereffid evah seiradnuob nommoc htiw seirtnuoc eht taht hcus)enalp  

0971( suiboM .F.A taht deveileb si tI - ruof detneserp tsrif )8681 -  sih fo eno ni melborp roloc
 .0481 ni serutcel  

y 01 tuobA 6081 (nagroM eD.A retal srae -  wollef sih htiw melborp siht dessucsid )1781
ruof eht ot ecnerefer detacitnehtua tsrif eht si rettel s’nagroM eD.nodnoL ni  snaicitamehtam -  roloc

rif eht ni 9781 ni ti dehsilbup yelyaC retfa nwonk llew emaceb melborp ehT.melborp  eht fo emulov ts
yteicoS cihpargoeG layoR eht fo sgnideecorP  . ruof eht, yad siht oT -  eht raf  yb si erutcejnoc roloc

.dleif eht ni hcraeser fo suomrone na detalumits sah tI .yroeht hparG ni melborp devlosnu suomaf tsom  
.R.W riS ot eud si enotselim rehto ehT  5081( notlimaH -  a detnevni eh,9581 raey eht nI .)5681

 nedoow a fo detsisnoc elzzup ehT .nilbuD ni rerutcafunam emag a ot saeniug 52 rof ti dlos dna elzzup
 nogatnep raluger a gnieb ecaf hcae ,srenroc 02 dna secaf 21 htiw nordehylop A( nordehacedoD raluger,  
 ;seitic tnatropmi 02 fo seman eht htiw dekram erew srenroc ehT .)renroc hcae ta gniteem segde eerht dna
 fo segde eht gnola etuor a dnif ot saw elzzup eht ni tcejbo ehT. no os dna siraP ,ihleD ,kroyweN ,nodnoL

 eht fo hcae hguorht gnissap ,nordehacedoD eht  .ecno yltcaxe seitic 02  
 a dnuof sah eno on etad ot ,niatbo ot ysae si melborp cificeps siht fo noitulos eht hguohtlA
 na ni )tiucric nainotlimaH dellac( etuor a hcus fo ecnetsixe eht rof noitidnoc tneiciffus dna yrassecen

 .hparg yrartibra  
rep elitref sihT  fo ecnegruser a nehT .ytivitcani evitaler fo yrutnec a flah yb dewollof saw doi

 eH .ginoK .D saw doirep siht ni sreenoip eht fo  enO.s’0291 eht gnirud detrats shparg ni tseretni
oob tsrif eht etorw dna nwo sih dna snaicitamehtam rehto fo krow eht dezinagro  hcihw tcejbus eht no k

.6391 ni dehsilbup saw  
 A .deilppa dna erup htob yroeht hparg ni ytivitca esnetni fo doirep a neeb sah sraey 03 tsap ehT
 neeb evah srepap fo sdnasuohT .aera siht ni enod gnieb si dna enod neeb sah hcraeser fo laed taerg

 dna dehsilbup  .edaced tsap eht gnirud nettirw skoob fo derdnuh naht erom  sredael tnerruc eht gnomA
 .yraraH knarF dna ettuT mailliW ,sodrE luaP ,erO nietsyO ,greB edualC era dleif eht ni  

 :SHPARG DNA SHPARG DETCERID  
 SHPARG DETCERID : 

ihT .woleb nwohs margaid eht ta kooL  eerht dna D,C,B,A secitrev ruof fo stsisnoc margaid s
.sworra yb detacidni gnieb snoitcerid ehT. meht ot dehcatta snoitcerid htiw AC,DC,BA segde  

    
 
 
  
 

> 

>  
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.giF  
nihcatta fo esuaceB  morf egde na sa deterpretni eb ot sah BA egde eht ,segde eht ot snoitcerid g

 dna D ot C morf si DC egde eht ylralimiS .AB sa nettirw eb tonnac ti dna B xetrev eht ot A xetrev eht
nettirw eb tonnac dna A ot C morf si AC  egde eht dna CD sa nettirw eb tonnac   eht ereh suhT. CA sa

.segde detcerid era AC ,DC ,BA segde  
 eb erofereht yam dna redro taht ni B dna A secitrev eht yb denimreted si BA egde detcerid ehT
 yb detneserper eb yam AC dna DC egde detcerid eht ,ylralimis .)B,A( riap deredro eht yb detneserper

eht   fo tes ytpmenon a fo stsisnoc )1.1(gif ni margaid eht suhT .ylevitcepser )A,C( dna )D,C(riap deredro
sriap deredro yb detneserper segde detcerid fo tes a dna }D,C,B,A{ yleman ,secitrev  

 detcerid a fo margaid a dellac si margaid a hcuS.} )A,C(,)D,C(,)B,A({ .hparg  
 

: HPARG DETCERID A FO NOITINIFED  
 deredro fo tes a si E dna tes ytpme non a si V erehw ,)E,V( riap a si )hpargid ro( hparg detcerid A

.V tes eht morf nekat stnemele fo sriap  
 dellac era V fo stnemele eht ,)E ,V( hparg detcerid a roF  secitreV (  stniop  eht dna )sedon ro

 dellac era E fo stnemele “ ”segdE detceriD .  eht dellac si V tes ehT tes xetrev   eht dellac si E tes eht dna
 detcerid tes egde  

detoned osla si )E,V( hparg detcerid ehT  
.)E,V(D= D ro )E,V(=D yb  

g detcerid a stciped taht erugif lacirtemoeg ehT si tes xetrev eht hcihw rof hpar  
  si tes egde eht dna }D,C,B,A{=V  

})A,C(,)D,C(,)B,A({=}AC,DC,BA{=E  
 
 
 
 

.giF  
 

 eht hcihw rof hparg detcerid eht stciped )2.1(giF  
 si tes egde eht dna }D,C,B,A{=V si tes xetrev  

  .})C,A(,)D,C(,)B,A({=}CA,DC,BA{=E  
b ot sah tI  eb ton deen segde detcerid eht hparg detcerid a fo margaid a ni taht denoitnem e

 .oslA) scra( senil evruc eb nac yeht ,stnemges enil thgiarts  
 cra yrartibra na yb  detneserper eb nac hparg detcerid a fo BA egde detcerid a ,elpmaxe roF

xetrev eht morf nward  .)3.1(gif ni nwohs sa B xetrev eht ot A  
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   .giF  

 eht fo secitrev owt yb denimreted si )hparg detcerid( hpargid a fo egde detcerid yreve )1.1( gif nI
hpargaid - i, suhT .sdne ti hcihw ta xetrev a dna snigeb ti hcihw morf xetrev a  a fo egde detcerid a si BA f

 eht ta setanimret dna D fo A xetrev eht ta snigeb egde detcerid siht taht dootsrednu si ti nehT .D hpargid
 eht si A taht yas ew ereH .D fo B xetrev xetrev laitini   eht si B dna xetrev lanimret   .BA fo  

 
ht denoitnem eb  dluohs tI  lanimret eht dna xetrev laitini eht )hpargid a ni( egde detcerid a rof ta

 yb detoned si A xetrev emas eht ta gnidne dna gninnigeb egde detcerid A .tnereffid eb ton deen xetrev
 dellac si dna )A,A( ro AA .pool detcerid   i )4.1(.giF ni nwohs egde detcerid ehT  hcihw pool detcerid a s

.A xetrev eht ta sdne dna snigeb  
 

 
 
 

             .giF  
 emas eht dna xetrev laitini emas eht gnivah egde detcerid eno naht erom evah nac hpargid A

imret emas eht dna xetrev laitini emas eht gnivah segde detcerid owT .xetrev lanimret  era xetrev lan
 dellac segde detcerid lellarap . 

.)a()5.1(gif ni nwohs era segde detcerid lellarap owT  

 
 

 
 
 
 

 
 era xetrev lanimret emas eht dna xetrev laitini emas eht gnivah segde detcerid erom ro owT

 dellac detcerid elpitlum“   .”segde .)b()5.1(gif ni nwohs era segde elpitlum eerhT  
NI -  TUO DNA EERGED – EERGED  

 dellac si xetrev laitini eht si V hcihw rof segde fo rebmun eht ,D hpargid a fo xetrev eht si V fI
 eht eerged gniogtuo  eht ro  eerged tuo  ihw rof segde fo rebmun eht dna V fo  xetrev lanimret eht si V hc

> 

> 
> 
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 eht dellac si eerged gnimocni   eht ro eerged ni  d yb detoned si V fo eerged tuo ehT .V fo +  )v( d o ro )v(
d yb detoned si V fo eerged ni eht dna - .)v( d i ro )v(  

taht swollof tI  
.i  d  + 0= )v( , knis a si V fi  
.ii  d- 0= )v( , ruos a si V fi ec  
.iii  d  + d = )v( - 0 = )v( , .xetrev detalosi na si V fi  

 nevig sa era secitrev eht fo seerged ni eht dna seerged tuo eht )6.1(gif ni nwohs hpargid eht roF
woleb  

 
d  + v( 1                                2  = )  d- (V1            1 = )  
d  + v( 2                                   1  = )  d- v( 2            3 = )  
d  + v( 3                                   1  = )  d- v( 3                    2 = )  
d  + v( 4                                   0  = )  d- v( 4            0 = )  
d  + v( 5                           2  = )          d- v( 5            1 = )  
d  + v( 6                                   2  = )  d- v( 6     1 = )  

v  xetrev eht ta pool detcerid a si ereht ,hpargid evoba eht ni, taht eton eW 3  pool siht dna
d  fo hcae ot 1 tnuoc a setubirtnoc + v( 3 d  dna  ) - v( 3 . )  

ehtruf  eW tuo eht fo smus eht dna segde 8 dna secitrev 6 sah hpargid evoba eht taht evresbo r -
ni dna seerged - era secitrev sti fo seerged  

 
 
 

1 elpmaxE ni eht dniF : - tuo eht dna seerged - gif ni nwohs hpargid eht fo secitrev eht fo seerged  (1 )8.  
 
 

 
        .giF  

:NOITULOS  

V7 

V1 

V4 

66

11
8)(,8)( ij

ii
vdvd

V2 

V6 V5 

V3 

V1 V2 

V6 

V5 

V3 

V4 
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tuo  ehT .segde detcerid 21 dna secitrev 7 sah hpargid nevig ehT -  yb tog si xetrev a fo eerged
ni eht dna xetrev eht fo tuo og  taht segde fo rebmun eht gnitnuoc -  gnitnuoc yb tog si xetrev  a fo eerged

segde fo rebmun eht   atad gniwollof eht niatbo ew suhT .xetrev eht ta dne  taht  
 

xetreV  V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 

tuO - eerged  4 2 2 1 3 0 0 

nI - eerged  0 1 2 2 1 2 4 

tuo eht sevig elbat sihT - ni dna seerged -  taht eton eW .secitrev eht lla fo seerged v1 v   dna ecruos a si 6   
v dna 7  .sknis era  

tuo fo mus taht kcehc osla eW - ni fo mus = seerged  – seerged  = 21  = .segde fo oN  
:2 elpmaxE .shpargid gniwollof eht fo hcae fo tes egde detcerid eht dna tes xetrev eht nwod etirW  

)i(  
 

                .giF  
 

 
.giF   )ii(  

 hparg fo noituloS (i)  & ( ii ): 
)i   si tes xetrev esohw hpargid a si sihT  

 tes egde detcerid eht dna }C,B,A{=V  
.})B,C(,)B,C(,)A,C(,)A,C(,)A,B({=E  

)ii   si tes xetrev esohw hpargid a si sihT  
V{=V 1 V, 2 V, 3 V , 4  tes egde detcerid eht dna }  

=E V ({ 1 V, 2 V (,) 1 V, 3 V (,) 1 V, 3 ,)  
V ( 2 V, 3 V (,) 3 V, 2 V (,) ) 3 V, 4 V(, ) 4 V, 4 .})  

tuo eht enimreted ,gif ni nwohs hpargid eht roF :3 elpmaxE - ni dna seerged -  secitrev eht lla fo seerged  

V3 

V4 

V1 V2 

V1 V2 
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noituloS d : - V( 1 d ,0= ) - v( 2 d,3 = ) - v( 3 d ,0= ) - (v4 d,0 = ) - v( 5 d,1 = ) - v( 6 1 = )  

   d  + v( 1 d, 2 = )  + v( 2 d ,0 = )  + v( 3 d,1 = )  + v( 4 d, 0 = )  + v( 5 d ,1  = )  + v( 6  1 = )  
:4 elpmaxE   tes xetrev esohw hpargid eht eb D teL  

V{=V 1 V, 2 V, 3 V , 4 V, 5  si tes egde detcerid eht  dna }  
V ({= E 1 V, 4 V (,) 2 V, 3 V( ,) 3 V, 5 V(,) 4 V, 2 (,) V4 V, 4 V(,) 4 V, 5 V(,) 5 V, 1 .})  

   tuo eht etacidni dna D fo margaid a nwod etirW - ni dna seerged -  secitrev eht lla fo seerged  

 
 

secitrev  V1 V2 V3 V4 V5 

D+ 1 1 1 3 1 

d- 1 1 1 2 2 

 
: NOITINIFED  

: HPARG ELPMIS  
oc ton seod hcihw hparg A  dellac si segde elpitlum dna spool niatn hparg elpmis . 

 

 
hparG elpmiS .giF  

 .HPARG EERF POOL  
     .hparg eerf pool dellac si pool niatnoc ton seod hcihw hparg A  

 

 

V1 

V2 

V5 

V4 

V3 

V3 

V6 V5 V4 
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HPARGITLUM  
      spool on tub segde elpitlum niatnoc hcihw hparg A  dellac si hpargitlum . 

 
hpargitluM .giF  

 
 HPARG LARENEG  

 dellac si )htob ro( spool ro segde elpitlum sniatnoc hcihw hparg A .hparg lareneg  
 

 
              

: HPARG ETELPMOC  
  redro fo hparg elpmis A i 2 ≥  a dellac si secitrev fo riap yreve neewteb egde na si ereht hcihw n

.)hparg lluf a ro( hparg etelpmoc  
 era secitrev tcnitsid fo riap yreve hcihw ni hparg elpmis a si hparg etelpmoc a sdrow rehto nI

.tnecajda  
      n  htiw hparg etelpmoc A ned si secitrev 2 ≥ K yb deto n  .  

 
 fO .ylevitcepser )d()9.1( ot )a()9.1( gif ni nwohs era secitrev 5,4,3,2   htiw hparg etelpmoc A

K  yleman secitrev 5 htiw hparg etelpmoc eht, shparg etelpmoc eseht 5 gif ni nwohs( . 9.1   taerg fo si,)d(
otaruK eht dellac si hparg sihT .ecnatropmi hparg tsrif s’iksw  

 
)9.1(.giF  

 
           K : )a(           2 K : )b(                                     3 K : )c( 4                     K : )d( 5 

 
 

V
1 

V1 V2 

V4 

V3 

e1 

e5 

e2 e3 

e6 e4 
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HPARG ETITRAPIB  
 

noinu eht si V tes xetrev sti taht hcus si G hparg elpmis a esoppuS   tniojsid yllautum sti fo owt fo
non - V stesbus ytpme 1 V dna 2 Vni xetrev a snioj G ni egde hcae taht hcus era hcihw 1  xetrev a dna
Vni 2  a dellac si G nehT. hparg etitrapib G yb detoned si hparg eht ,hparg siht fo tes egde eht si E fI .  = 

V( 1 V , 2 G ro ,)E :  = (G V1 V , 2 V stes ehT .)E : 1 V dna 2  dellac era setitrapib   tes xetrev eht fo )snoititrap ro(
.V  

 
.giF  ( 01.1 ) 

si tes xetrev eht hcihw rof )01.1(gif ni G hparg eht redisnoc ,elpmaxe roF  
 si tes egde eht dna }S,R,Q,P,C,B,A{=V  

RA,QA,PA{ =E V stesbus sti fo owt fo noinu eht si V tes eht taht etoN .}SC,QC,RB, 1  dna }C,B,A {=
V2  taht hcus era hcihw }S,R,Q,P{=  

)i   V1 V dna 2  .tniojsid era  
)ii   V ni xetrev a snioj G ni egde yrevE 1 V ni      xetrev a dna 2  .  
)iii  o htob secitrev owt snioj taht egde on sniatnoc G V ni era hcihw f 1 V ro 2  etitrapib a si hparg sihT .

V htiw hparg 1 V dna }C,B,A {= 2 .setitrapib sa }S,R,Q,P{=  
 

HPARG ETITRAPIB ETELPMOC  
V{ =G hparg etitrapib A 1 V , 2  egde na si ereht fi ,hparg etitrapib etelpmoc a dellac si }E ;

V ni xetrev yreve neewteb 1 e dna V ni xetrev yrev 2 . 
a ton si )01.1( gif ni nwohs hparg etitrapib ehT   elpmaxe rof evresbO .hparg etitrapib etelpmoc

.S dna A gninioj egde na niatnoc ton seod hparg eht taht  
V {=G hparg etitrapib etelpmoc A 1 V , 2 V setitrapib eht hcihw ni }E ; 1 V dna 2  niatnoc  s dna r

 r htiw ,ylevitcepser secitrev  K yb detoned si s s,r  V ni secitrev r fo hcae hparg siht nI. =  hcae ot denioj si
V ni secitrev s fo 2 K suhT. s,r  K si tahT .segde sr dna secitrev s +r sah s,r   si tI .sr ezis dna s+r redro fo si

parg )sr,s +r( a erofereht h 
 

 
 
 
 
K )a( 3,1   K )b( 5,1                    K )c( 3,2              K )d( 3,3   

11.1 .giF  
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 era setitrapib eht,)a(11.1 gif  ni taht evresbO .shparg etitrapib emos tciped )d( ot )a( 11.1 giF

V1 V dna } A {= 2 ecitrev eht fo hcae ot denioj si A xetrev eht ;}R,Q,P{=  gif nI .egde na yb R,Q,P s
V era setitrapib eht, )b(11.1 1 dna }A{=  

 
V2  gif nI .egde na yb R,Q,P,N,M secitrev eht fo hcae ot denioj si A xetrev eht ;}R,Q,P,N,M{=

V era setitrapib eht, )c(11.1 1 V dna } B,A {= 2 ot denioj si B dna A secitrev eht fo hcae ;}R,Q,P {=   fo hcae
V era setitrapib eht,)d(11.1 gif nI .egde na yb R,Q,P secitrev eht 1 V dna } C,B,A {= 2  fo hcae ;}R,Q,P{=

 hparg eht hparg etitrapib etelpmoc eseht fO .R,Q,P secitrev eht fo hcae ot denioj si C,B,A secitrev eht
K 3,3  pmi taerg fo si,)d(11.1 gif ni nwohs  sa nwonk si sihT .ecnatro .hparg dnoces s’ikswotaruK  
 

1 elpmaxE G hparg eht fo margaid a warD .  = .sesac gniwollof eht fo hcae ni )E,V(  
}DC,DA,CA,BA{=E, }D,C,B,A { =V )a  

V{=V )b 1 V, 2 V, 3 V , 4 V, 5 ,}  
    V{=E 1V2 V, 1V3 V, 2V3 V, 4V5 .}  

}SQ,RQ,SP{=E, }T,S,R,Q,P{ =V )c  
V {=V )d 1 V, 2 V, 3 V , 4 V, 5 V, 6  ,}  

    V{=E 1V4 V, 1V6 V, 4V6 V, 3V2 V, 3V5 V, 2V5} 
 
 
 : noituloS woleb nwohs era margaid deriuqer ehT  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 elpmaxE ?hparg etelpmoc a si gniwollof eht fo hcihW :  
 
 
 
 
 

 
)a( )b(

)b( :giF  )a( :giF  

) c( :giF  ( :giF )d  
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noituloS is ton si tI .etelpmoc ton si hparg eht fo tsrif ehT :  on si ereht dna dnah eno eht no elpm
 dna hparg elpmis a si tI .etelpmoc si shparg eht fo dnoces ehT .dnah rehto eht no C dna A neewteb egde

 .secitrev fo riap yreve neewteb egde na si ereht  
 

3 elpmaxE lum a ?hparg elpmis a si shparg gniwollof eht fo hcihW : ? hparg lareneg a ? hpargit  
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

noituloS   :   ,hparG lareneG )i(  
   ,hparG elpmiS )ii(  
    hpargitluM )iii(  

 
4 elpmaxE .erugiF ni nwohs hparg eht ni segde tnecajda dna secitrev tnecajda eht yfitnedI :  

 
 
 
 
 
 
 
 

 noituloS  :  
secitreV tnecajdA  : V1 V & 2  , V1 V & 3 V , 1 V & 4 V, 2 V & 4. 

: segde tnecajdA  e1 e & 2 e , 1 e & 3 e , 1 e & 5 e ,  1 e & 6 e , 2 e & 4 e , 2 e & 5 e , 2 e & 6 e ,  3 e & 5 e , 3 e dna 6  .  
YTREPORP  GNIKAHSDNAH  DNA  EERGED  XETREV  : 

 taht G fo segde fo rebmun eht nehT .G fo xetrev a eb V dna hparg a eb )E,V( = G teL  era
 detnuoc spool eht htiw )G fo secitrev rehto ot V nioj taht segde fo rebmun eht ,si taht( V no tnedicni

 eht dellac si eciwt  eerged .)V(d ro )v(ged yb detoned si dna V xetrev eht fo  
non ni degnarra hparg a fo secitrev eht fo eerged ehT - i redro gnisaerced  eht dellac s  eerged

ecneuqes   eht dellac si hparg a fo eerged eht fo muminim eht ,oslA .hparg eht fo hparg eht fo eerged  
 
 
 
 

)i( )ii( )iii(

1V  

4V  3V  

1V  

4V  3V  

V1 

V4 V3 

2V  2V  V2 e1 
e2 e3 

e4 

e5 e6 

)21.1( erugiF  

V 1 

V 3 V 2 

V 4 V 1 

V 3 V 2 

V 4 
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 woleb nevig sa era gif ni nwohs hparg eht fo secitrev fo seerged eht ,elpmaxe roF  
V(d 1 V(d ,3 = ) 2 V(d ,4 = ) 3 V(d ,4 = ) 4 3 = )  
ehT .3 si hparg eht fo eerged eht dna 4,4,3,3 si hparg eht fo ecneuqes eerged eht,erofer  

 hparG ralugeR  :  hparg raluger a dellac si K eerged emas eht fo era secitrev eht lla hcihw ni hparg A
K a ro ,K eerged fo - 3 a ,ralucitrap nI.hparg raluger - i hparg raluger  a dellac s hparg cibuc . 

2 era )b( dna )a( 31.1 serugif ni nwohs hparg ehT - 4 dna raluger  - .ylevitcepser hparg raluger  
 

 
 
 
 
 
 
 

 
3 a si )c( 31.1gif ni nwohs hparg ehT -  hcihw ,hparg cibuc ralucitrap sihT .)hparg cibuc( hparg raluger

dna secitrev 01 sniatnoc   eht dellac si ,segde 51 hparG nosreteP  .  
 
 
 
 
 

 
 
 

2 = 8 htiw hparg cibuc a si )d( gif ni nwohs hparg ehT 3    eht dellac si hparg ralucitrap sihT .secitrev
Q yb detoned si dna ebuc repyh lanoitnemid eerht 3. 

 
: ytreporp gnikahsdnaH  

 eerged ot kcab refer su teL ,hparg siht ni ,evah ew .41.1 gif ni nwohs hparg eht fo  
 
 
 
 

 
 
 
 
 

31.1 :erugiF

)a( )b(

) c ( erugiF ) d ( erugiF

V 1 

V 3 V 2 

V 4 V 1 

V 3 V 2 

V 4 

 gif ( 41.1 ) 
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V(d 1 V(d ,3 = ) 2 V(d ,4 = ) 3 V(d ,4 = ) 4 3 = )  
ged taht evresbo ew ,segde 7 sah hparg eht,oslA  V( 1 ged + )  V( 2 ged + )  V( 3 ged + )  V( 4 2 = 41 = )  x  7  

:ytreporP   ev eht lla fo seerged eht fo mus ehT  si rebmun siht dna ,rebmun neve na si hparg a ni secitr
 .hparg eht ni segde fo rebmun eht eciwt ot lauqe  

 :swollof sa sdaer ytreporp siht ,mrof evitanretla na nI  
)E,V( = G hparg a roF  

 
 

erged eht gnitnuoc elihw taht tcaf eht morf suoivbo si ytreporp sihT  detnuoc si egde hcae ,secitrev fo e
.)dne hcae ta ecno( eciwt  

 eht dellac ylralupop si ytreporp diaserofa ehT ‘ ’ytreporp gnikahsdnah  
 nekahs sdnah fo rebmun latot eht neht ,sdnah ekahs elpoep lareves fi taht setats yllaitnesse ti ,esuaceB

uaceb ,neve eb tsum .ekahs dnah hcae ni devlovni era sdnah owt tsuj es  
neve si seerged ddo fo secitrev fo rebmun eht hparg yreve nI : meroehT  

: foorP   taht os eerged ddo fo era secitrev eseht fo K esoppuS .secitrev n htiw hparg a redisnoC
n gniniamer eht - neve fo era secitrev k  V yb eerged ddo htiw secitrev eht etoneD .eerged 1 V, 2 V, 3 V,.……, k   

 yb eerged neve htiw secitrev eht dna V 1+k ,V 2+k ,..…, vn   si secitrev fo seerged eht fo mus eht neht  
 
 
 

isserpxe evoba eht fo edis dnah tfel eht no mus eht ,ytreporp gnikahs dnah eht fo weiv nI  si no
 ni mus dnoces eht ,rehtruF .neve si mus siht ,hcus sA .hparg eht ni segde fo rebmun eht eciwt ot lauqe
 osla si mus siht hcus sA .seerged neve htiw secitrev eht fo seerged eht fo mus eht si edis dnah thgir eht

gir eht ni mus tsrif eht ,eroferehT .neve  ,si taht     ;neve eb tsum edis dnah th  
V(ged 1 V(ged + ) 2  + ) --  V( ged + k nevE = ) — )ii(  

V(ged fo hcae ,tuB 1 V(ged ,) 2 V( ged,.……,) k  edis dnah tfel eht ni smret fo rebmun eht ,eroferehT .ddo si )
 neve si K ,si taht ;neve eb tsum )ii( fo  

hparg eht roF : elpmaxE   eht yfirev dna xetrev hcae fo eerged eht gnitacidni 51.1 gif ni nwohs
ytreporp gnikahsdnah  

 
 
 

 
 
 
 

:woleb nevig sa era secitrev sti fo seerged eht taht dnif ew ,hparg eht gninimaxe yB : noituloS  
)e(ged ,2 = )d( ged ,4 = )c( ged ,2 = )b( ged ,3 = )a( ged  .1 = )h( ged ,2 = )g( ged ,2 = )f( ged ,0 =  

 .xetrev tnadnep a si h dna xetrev detalosi na si e taht eton eW  
 8 sah hparg eht ,oslA .61 ot lauqe si secitrev fo seerged eht fo mus eht taht evresbo ew ,rehtruF

 secitrev fo seerged eht fo mus eht ,suhT .segde  .segde fo rebmun eht eciwt ot lauqe si  

111
)1(gedgedged

nkn

iii
kiii

vvv

      ged  |E|2=)v(  
v V€  

 giF ( 51.1 ) 

b 

d 

c 
f 

g 
h 

a 

e 
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.hparg nevig eht rof ytreporp gnikahsdnah eht seifirev sihT  
 elpmaxE n htiw hparg a roF : -  fi ,segde m dna secitrev δ  dna muminim eht si Δ  fo mumixam eht si

 taht wohs ,secitrev fo seerged eht  
d teL : noituloS 1 d , 2 d,.…, n  evah ew ,ytreporp gnikahsdnah yb ,nehT .secitrev eht fo seerged eht eb ,

d1 d + 2 d + 3  + -----  d + n  m2 = --------- )i(  
 ecniS δ d(nim = 1 d , 2 d,.…, n vah ew ,) d  e 1  ≥ δ  ,  

d2  ≥ δ d ,.……, n  ≥ δ . 
  teg ew ,seitilauqeni n eseht gniddA  

d1 d + 2  + ----  d + n    n ≥ δ ------ )ii(  
  ecnis ,ylralimiS  d( xam = 1 d , 2 d,.…, n   teg ew ,)  

d1 d + 2  + ----  d + n    n   ---- )iii(  
m2 teg ew ,)iii( dna )ii( ,)i( morF  n ≥ δ  m2 dna  n    s ,  n taht o δ   m2 n  ,  

  ro  
 
 

SHPARGBUS  
 
 
 
 
 
 

)6.1( .giF  
 

G dna G shparg owt neviG 1 G taht yas ew , 1  a si hpargbus  :dloh snoitidnoc gniwollof eht fi G fo  
G fo segde eht lla dna secitrev eht llA .)1( 1 .G ni era  

G fo segde hcaE .)2( 1 ecitrev dne emas eht sah G ni sa G ni s 1. 
 a ot cihpromosi hparg ynA .hparg rehtona fo trap a si hcihw hparg a si hpargbus a ,yllaitnessE

.G fo hpargbus a sa ot derrefer osla si G hparg a fo hpargbus  
G shparg owt eht redisnoC 1 ylevitcepser )b(61.1 dna )a(61.1 serugif ni nwohs G dna  evresbo ew ,

G hparg eht fo segde lla dna secitrev lla taht 1 G ni egde yreve taht dna G shparg eht ni era 1  dne emas sah
G ni sa G ni secitrev 1 G eroferehT. 1 G trap eht, G fo margaid eht nI. G fo hpargbus a si 1  kciht ni nwohs si

.senil  
tavresbo gniwollof ehT .yletaidemmi edam eb nac noi  

bus a si hparg yrevE )i - .flesti fo hparg  
K hparg etelpmoc eht fo hpargbus a si secitrev n fo hparg elpmis yrevE )ii n. 

G fI )iii 1 G hparg a fo hpargbus a si 2 G dna 2 G neht,G hparg a fo hpargbus a si 1  a fo hpargbus a si
.G hparg  

.G hparg a fo hpargbus a si  G hparg a ni xetrev elgnis A )vi  
G fo hpargbus a si,secitrev dne sti htiw rehtegot G hparg a ni egde elgnis A )v  

2m
n

2m
n

  G : )a( 1 
                    G : )b(  
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: HPARGBUS GNINNAPS  

 
G hpargbus a si ereht fi ,)E ,V(=G hparg a neviG 1 V(= 1 E, 1 V taht hcus G fo ) 1 G neht V= 1 lac si  a del

.G fo hpargbus gninnaps  
G   hpargbus a , sdrow rehto nI 1    tes xetrev eht revenehw G fo hpargbus gninnaps a  si G hparg a  fo

G fo 1  xetrev emas eht evah shpargbus gninnaps sti lla dna hparg a suhT .G fo secitrev lla sniatnoc
hparg yreve ylsuoivbO .tes   .hpargbus gninnaps nwo sti si  

 
 
 

 
 

 
 
 
 

 gninnaps a si )b(71.1 gif ni nwohs hparg eht ,)a(71.1gif ni nwohs hparg eht rof ,elpmaxe roF
hpargbus gninnaps a ton tub hpargbus a si )c(71.1gif ni nwohs hparg eht sa erehw hpargbus  

 
HPARGBUS DECUDNI  

hparg a neviG  G hpargbus a si ereht esoppus ,)E,V(=G 1 V(= 1 E, 1  fo }B,A{ egde yreve taht hcus G fo )
V є BA erehw ,G 1 G fo egde na si 1 G neht. osla 1 V yb decudni( G fo hpargbus decudni na dellac si 1  )

V < yb detoned si dna 1 .>  
G hpargbus a taht swollof tI 1 V(= 1 E, 1 arg a  fo )  rof fi ,G fo hpargbus decudni na ton si )E,V(=G hp

V є B,A emos 1 G ni ton tub G ni si hcihw }B,A{egde na si ereht, 1  .  
 na si ,)b( 81.1 erugif eht ni nwohs hparg eht ,)a( 81.1 erugif eht ni nwohs hparg eht rof ,elpmaxe roF

es eht yb decudni  ,hpargbus decudni V secitrev fo t 1 v{ = 1 v, 2 v, 3 v, 5  eht ni nwohs hparg eht sa erehw }
 hpargbus decudni na ton si )c( 81.1 erugif  

 
 
 
 
 
 
 

EGDE - XETREV DNA TNIOJSID - SHPARGBUS TNIOJSID  
G dna hparg a eb G teL 1 G dna 2  neht .G fo shpargbus owt eb  

G1 G dna 2 iojsid egde eb ot dias era .egde nommoc yna evah ton od yeht fi tn  
G1 G dna 2 .xetrev nommoc yna dna egde nommoc yna evah ton od yeht fi tniojsid xetrev eb ot dias era  

 

) 71.1( erugiF  

)a(  )b(   ) c (  

)c & b ,a( 81.1 erugiF  
)a(  )b(  )c(  

V2 V3 

V4 V5 

V1 
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 on evah taht shpargbuS .secitrev nommoc evah yam shpargbus tniojsid egde taht deton eb ot si tI
 nommoc ni secitrev .nommoc ni segde evah ylbissop tonnac  

 91.1 dna )b( 91.1erugif eht ni nwohs hparg eht ,)a( 91.1 erugif eht ni nwohs hparg eht rof, elpmaxe roF
.shpargbus tniojsid xetrev ton tub tniojsid egde era )c(  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 elpmaxE   02.1 gif ni nwohs hparg eht roF :  egde owt dnif, - xetrev owt  dna shpargbus tniojsid -
. shpargbus tniojsid  

 
 
 
 
 
 
 

noituloS egde owt ,hparg nevig eht rof: - xetrev owt dna )a(12.1 gif ni nwohs era shpargbus tniojsid -
.)b(12.1 gif ni nwohs era shpargbus tniojsid  

      12.1 gif  
 
 
 
 
 

SHPARG NO SNOITAREPO  
G shparg owt redisnoC 1 V(= 1 E, 1 G dna ) 2 V(= 2 E, 2 V si tes xetrev esohw hparg eht neht ) 1 VU 2  tes egde dna

E si 1 EU 2  eht dellac si  noinu G fo 1 G dna 2 G yb detoned si dna 1 GU 2. 
G suhT 1 GU 2 V(= 1 VU 2 E , 1 EU 2 .)  

V fi ,ylralimiS 1 V∩ 2  ≠ V si tes xetrev esohw hparg eht, 1 V∩ 2 E tes egde eht dna 1 E∩ 2  dellac si
G  fo noitcesretni 1 G dna 2 G yb detoned si tI. 1 G∩ 2 G suhT. 1 G∩ 2 V(= 1 V∩ 2 E , 1 E∩ 2 V fi ,) 1 V∩ 2  ≠ . 

 

)a(  )b(  )c(  

:91.1 erugiF  

.1 erugiF 02  

   )b(                                                            ) a(  



scirotanibmoC dna yroehT hparG   24SC01  
 

 fo tpeD C TIBJS ,ES   42  
 

V si tes xetrev esohw hparg eht redisnoc ew esoppus txeN 1 VU 2 E si tes egde dna 1 E2 rehw E e 1 E2  si
E fo ecnereffid cirtemmys eht 1 E dna 2 G fo mus gnir  eht dellac si hparg sihT. 1 G dna 2  yb detoned si tI.

G1 G2 G suhT . 1 G2 V( = 1 VU 2 E , 1 E2 .)  
 

G shparg owt eht roF 1 G dna 2  mus gnir dna noitcesretni, noinu rieht ,)b( dna )a( 22.1 serugif ni nwohs
ra .ylevitcepser )c( dna )b( ,)a( 32.1 serugif ni nwohs e  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

NOITISOPMOCED  
G shpargbus owt ot ni )denoititrap ro( desopmoced si G hparg a taht yas eW 1 G & 2 G fi 1 G Ù 2  =

G & G 1 G∩ 2 hparg llun =  
:NOITELED  

 G neht ,G hparg a ni xetrev a si V fI –  dna V gniteled yb deniatbo G fo hpargbus eht setoned V
G hpargbus siht G morf ,V ni tnedicni segde lla -u  sa ot derefer si , hpargbus deteled xetrev  .G fo  

oiteled eht ,taht deton eb dluohs tI  tnedicni segde lla fo noiteled eht ni stluser syawla xetrev a fo n
.xetrev taht no  

 G neht ,G hparg a ni egde na si e fI -  ton tub( e gniteled yb deniatbo G fo hpargbus eht setoned e
G ,hpargbus sihT .G morf )secitrev dne sti -  sa ot derrefer si ,e  egde – eled hpargbus det   eht roF .G fo

G : )a(  1 G : )b(  2 

1 giF . 22  

G )a(  1 G U  2 

32.1 giF  

G )b(  1 n G 2 

v1 v2 v6 

v5 v4 v3 

v1 

v4 

v2 

v3 

G ) c ( :32.1 giF  1  G 2 

v3 v4 v5 

v1 v2 v6 
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G shpargbus eht ,)a( 42.1 erugif ni nwohs G hparg - G dna V -  )c( 42.1 dna )b( 42.1 erugif ni nwohs era e
.ylevitcepser  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

HPARGBUS A FO TNEMELPMOC  
G hpargbus a dna G hparg a neviG 1 d yb deniatbo G fo hpargbus eht, G fo  eht lla morf gnitele

G ot sgnoleb taht segde 1 G fo tnemelpmoc eht dellac si 1 G yb detoned si ti;G ni -G1 G ro 1  
 E fi, sdrow rehto nI 1 G fo segde lla fo tes eht si 1 G fo tnemelpmoc eht neht 1 G yb nevig si G ni 1  =
G-E1 G    taht kcehc  nac eW. 1 G= G1  .  

e roF : elpmax  
G teL. )a(52.1 gif ni nwohs G hparg eht redisnoC 1  ni senil kciht yb nwohs G fo hpargbus eht eb

G fo tnemelpmoc ehT .erugif siht 1 G yleman ,G ni 1 )b(52.1 gif ni nwohs sa si ,  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

HPARG ELPMIS A FO TNEMELPMOC  
ve taht deton evah ew reilraE  nK hparg etelpmoc eht fo hpargbus a si n redro fo hparg elpmis yre

K ni G fo tnemelpmoc eht neht, n redro fo hparg elpmis a si G fI. n  eht dellac si G fo tnemelpmoc  si ti ,
.G yb detoned  

g taht si secitrev n htiw G hparg elpmis a fo G  tnemelpmoc eht ,suhT  yb deniatbo si hcihw hpar
K= G suhT .G ot sgnoleb hcihw nK  fo segde esoht gniteled n- K= G n      .G  

)c ,b ,a( 42.1 erugiF

G : )a(
G : )b( -v

G : )c( -e

. . . 

)a(52.1 .giF  )b( 52.1.giF  

 .  

. . 

. 

. 

. 

. 

. . 
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K yltnedivE n  fi ylno dna fi G ni tnecajda era secitrev owt dna tes xetrev emas eht evah G dna G ,
mis a osla si G ,ylsuoivbO .G ni tnecajda ton era yeht  G si taht G si G  fo tnemelpmoc eht dna hparg elp

G =  
K hparg etelpmoc eht ,)a(62.1 gif nI 4  gif ni nwohs si 4 redro fo G hparg elpmis A .nwohs si

.)c(62.1 gif ni nwohs si G fo ,G  tnemelpmoc ehT .)b(62.1  
K & G ,G taht evresbO 4 dna secitrev emas eht evah   esoht gniteled yb tog era G  fo segde eht taht

K morf segde 4 .G ot gnoleb hcihw  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

K fo hpargbus a sa nwohs si 6 redro fo hparg a, )a(72.1gif nI 6  ni nwohs gnieb G fo segde eht,
wohs hparg ehT.)b(72.1gif ni nwohs si ,G tnemelpmoc stI. senil kciht  sa nwonk si )b(72.1gif ni n  divaD

hparG . 
72.1 .giF  

 
 
 
 
 

           

          )a(             )b(  
 

elpmaxE  1 .hparg etitrapib a eb ton deen hparg etitrapib a fo tnemelpmoc eht taht wohS.  
:noituloS  c ehT.5 redro fo si hcihw hparg etitrapib a swohs )a(82.1 giF  si hparg siht fo tnemelpmo

 .hparg etitrapib a ton si siht,)b(82.1gif ni nwohs  
 
   )a(82.1 .giF          )b(82.1 .giF  
 
 
 
 
 

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.
. .

..

.
.

..

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
. .

. .

.

.
. .. .

.

.

.

.

.

.

K :)a( .giF 4 G :)b( .giF

 :)c( .giF G

c & b ,a 62.1 erugiF

_

. .

.
.

.

. .

.
.

.

..

.

. .

.
.

V1 V

V

V1 V

V

V1

V4 V5

2 V3

4 V5

.
.

.
.
. .

.
. .

.

V2 V3
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2 elpmaxE  si tahW.08 G si  fo ezis dna 65 si G hparg fo ezis eht fI.n redro fo hparg elpmis a eb G teL.
?n  

:noituloS = G taht wonk eW Kn- erofereht G  
K fo eziS( = G fo eziS n)- )G fo eziS(  

K fo ezis ecniS n K ni segde fo rebmun eht ei( n n()n(½ si ) -  sdleiy siht,)1  
n(n ½  = 08 -  )1 – 65  

n(n  ro - 61 x 71 = 272 = 211 + 061 = )1  
 )71 redro fo si G ,si taht( ,71 = n ,suht  

 
3 elpmaxE noinu eht dniF :  .woleb nwohs  2G dna 1G hparg eht fo mus gnir eht dna noitcesretni ,  

)G(92.1 .giF      )G(92.1 .giF  
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

:4 elpmaxE  G dnif ,woleb nwohs G hparg eht roF - G dna v - . e  
 
 
 
 
 
 
 

.
.

.

.

.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

..

..

..

: noituloS

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

.

 13.1 .giF

G-  v G-  e

 : noituloS  G  1  G U  2 
: noinU  - 

: noitcesretnI  - G  1  n G 2 

. 
. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

muS gniR  : - G  1  Δ G 2 

. 
. 

. . 

. . . 
. 

. . 

. . 

03.1 giF  

. . 
. 

. . 

V 
e 

. . 
. 

. . 

V 
e 
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:5 elpmaxE  niwollof eht fo hcae fo tnemelpmoc eht dniF  shparg elpmis g  
 
 
 
 
 
 

 
 

:6 elpmaxE  K hparg etitrapib etelpmoc eht fo tnemelpmoc eht dniF 3,3  
: noituloS   

 
 
 
 
 
 
 

 
 NOITACIFISSALC  RIEHT  DNA  SKLAW  

:KLAW  
 secitrev fo ecneuqes gnitanretla ,etinif a redisnoc ,G nI .egde eno tsaelta gnivah hparg a eb G teL

v mrof eht fo segde dna i   ej   v 1+i   e 1+j   v 2+i e,..…, k vm    si hcihw dna secitrev htiw sdne dna nigeb hcihw
 eht ni ti gniwollof dna gnidecerp secitrev eht no tnedicni si ecneuqes eht ni egde hcae taht hcus

 a dellac si ecneuqes a hcuS .ecneuqes klaw   nI .G ni  raeppa nac )htob ro( egde na ro xetrev a ,klaw a
.ecno naht erom   

‘ sti dellac si klaw a ni tneserp segde fo rebmun ehT htgnel  .’  
 

: elpmaxe roF   ;woleb nwohs hparg eht redisnoC  
 
 
 
 

.

.

.

. . .

. .

. .

. .

.

.

.

.
.

.

.

.

.
.

23.1 .giF

)a( )b( )c(

V1

V2 V3

V4

V5

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7

V6

.

.

.

V1

V2 V3

V4

V5

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7

V6

.

.

. V3

V4

V5

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7

V6

.

.

.

V4

V5

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7

V6

.

.

.

V4

V5

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7

V6

.

.

.

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

43.1 .giF  
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           53.1.giF  
 

,hparg siht nI  
)i  v ecneuqes ehT 1e1 v2c2 v3 e, 8v6 si  e ;segde 3 sniatnoc klaw siht esuaceb( 3 htgnel fo klaw a 1 e, 2 e, 8  nI  .)

.detaeper si egde on dna xetrev on ,klaw siht  
 )ii  ecneuqes ehT v1 e, 4 v5e3 v2c2v3e5 v5e6v4  si 5v xetrev eht ,klaw siht nI  .5 htgnel fo klaw a si

.detaeper si egde on tub ;detaeper  
)iii   ecneuqes ehT v1e1v2e3v5e3v2e2v3  egde eht ,klaw siht nI  .4 htgnel fo klaw a si e3  dna detaeper si

 xetrev eht v2 detaeper si  
 a dellac si xetrev emas eht ta sdne dna snigeb taht klaw A klaw desolc  desolc a ,sdrow rehto nI .

nimret eht hcihw ni klaw a si klaw .tnedicnioc era secitrev la  
  na dellac si desolc ton si hcihw klaw A klaw nepo  taht klaw a si klaw nepo na ,sdrow rehto nI  .

 .secitrev tnereffid owt ta sdne dna snigeb  
elpmaxE roF  )53.1( erugif ni nwohs hparg eht ni , v1e1v2c3v5e4v1  a si klaw desolc   dna

v1e1v2e2v3e5v5  ruo si klaw nepo . 
:TIUCRIC  DNA  LIART  

 sraeppa egde on klaw nepo na ni fi ,ecno naht erom raeppa yam segde ro/ dna secitrev ,klaw a nI
 dellac si klaw eht naht ,ecno naht erom liart a  ecno naht erom sraeppa egde on hcihw ni klaw desolc A  .

c si  a della tiucric . 
:elpmaxe roF    klaw nepo eht ,)53.1( gif nI v1e1v2e3v5e3v2e2v3  )a(63.1 erugif ni yletarapes nwohs(

 egde eht ,klaw siht ni ,esuaceb( liart a ton si e3 sa erehw )detaeper si  
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 klaw nepo ehT v1e4v5e3v2v2v3e5v5e6v4 tarapes nwohs( .liart si  )b(63.1 gif ni yle  

 klaw desolc eht ,)53.1gif ni ,.ei( gif emas eht ni ,oslA v1 e1v2 e3 v5 e3 v2 e2 v3 e5 v5 e4 
v1   e esuaceb( tiucric a ton si )a(73.1  gif ni yletarapes nwohs( 3  klaw desolc eht sa erehw )detaeper si

v1e1v2e3v5e5v3e7v4e6v5e4v1 s( .tiucric a si ))b(73.1gif ni yletarapes nwoh  
 
 
 
 
 
 
 

:ELCYC DNA HTAP  
 

 a dellac si ecno naht erom sraeppa xetrev on hcihw ni liart A htap . 
 xetrev lanretni on dna )osla( xetrev lanretni na sa raeppa ton seod xetrev lanimret eht hcihw ni tiucriC A

detaeper si  ‘ a dellac si elcyc .’  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

elpmaxe roF  liart eht ,)53.1( erugif ni , v1e1e3v5e5v3e7v4  htap a si ))a(83.1 gif ni yletarapes nwohs(

 liart eht sa elohw v1e4v5e3v2e2e5v5e6v4  ni esuaceb( htap a ton si )b(83.1 gif ni yletarapes nwohs(
 5v ,liart siht .)eciwt sraeppa  

  tiucric eht ,gif emas eht ni ,oslA v2e2v3e5v5e3v2  elcyc a si ))a(93.1 gif ni yletarapes nwohs(

 tiucric eht sa erehw v2e1v1e4v5e5v3e7v4e6v5e3v2  elcyc a ton si )b(93.1 gif ni yletarapes nwohs(
)eciwt sraeppa 5v ,tiucric siht ni ,esuaceb(  

         )b(73.1 .giF                  )a(73.1 .giF
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ehT  .dezisahpme eb ot era stcaf gniwollof  
.1   raeppa nac egde na ro / dna xetrev a ,)nepo ro desolc( klaw a nI .desolc ro nepo eb nac klaw A

.ecno naht erom  
.2   raeppa tonnac egde na tub ecno naht erom raeppa nac xetrev a hcihw ni klaw nepo na si liart A

no naht erom .ec  
.3   raeppa tonnac egde na tub ecno naht erom raeppa nac xetrev a hcihw ni klaw desolc a si tiucric A

.ecno naht erom  
.4   yrevE  .ecno  naht erom raeppa nac egde na ron xetrev a rehtien hcihw ni klaw nepo na si htap A

 a eb ton deen liart a tub ;liart a si htap .htap  
.5  .ecno naht ero  raeppa nac egde na ron xetrev a rehtien hcihw ni klaw desolc a si elcyc A  

 
tiucric a  si elcyc yrevE  ; .elcyc a eb ton deen tiucric a ,tub  

:elpmaxE  
.sklaw gniwollof eht fo erutan eht etacidni 04.1erugif ni nwohs hparg eht roF  

v1e1v2e2v3e2v2 
v4e7v1e1v2e2v3e3v4e4v5 
v1e1v2e2v3e3v4e4v5 
v1e1v2e2v3e3v4e7v1 
v6e5v5e4v4e3v3e2v2e1v1e7v4e6v6 

 
 
 
 
 
 
 
 

:noituloS  
.1  e egde eht liart a ton si hcihw klaw nepO 2 .detaeper si  
.2  v xetrev eht( htap a ton si hcihw liarT 4 )detaeper si  
.3  tap a si hcihw liarT h 
.4  .elcyc a si hcihw klaw desolC  
.5  v xetrev eht( elcyc a ton tub tiucric a si hcihw klaw desolC 4 )detaeper si  

 
.SLIART RELUE DNA STIUCRIC RELUE  

 taht nahT .G fo segde eht lla sniatnoc taht G ni tiucric a si ereht fI .G hparg detcennoc a redisnoC
 tiucric  na dellac si reluE  tiucric   taht G ni liart a si ereht fI  .G ni )ruot reluE ro ,enil naireluE ro(

 na dellac si liart taht naht ,G fo segde eht lla sniatnoc liart reluE . 

04.1 .giF

V1 V2

V3V4V5

V6 e1
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e3e4
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e6 e7

.

. .

. .

.
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nac xetrev a tub ecno naht erom raeppa nac egde on tiucric a dna liart a ni taht llaceR   raeppa
.osla stiucriC reluE dna sliart reluE ot deirrac si ytreporp sihT  .ecno naht erom  

 sa secitrev lla edulcni dluohs yllacitamotua neht ,egde lla edulcni sliart reluE dna stiucric reluE ecniS
.llew  

c si tiucric reluE na sniatnoc taht hparg detcennoc A  a della hparg reluE imeS   naireluE imeS a ro(
.)hparg  

.klaw desolc 14.1 erugif ni nwohs hparg eht ni ,elpmaxE roF  
eP 1 eQ 2 eR 3 eP 4 eS 5 eR 6 eT 7 .hparg reluE na a si hparg siht ,eroferehT  .tiucric reluE na si P  

 
 
 
 

 
 
 
 
 

esbo eW .14.1.gif ni nwohs hparg eht redisnoC  segde fo ecneuqes yreve ,hparg siht ni ,taht evr
 eno tsael ta niatnoc lliw segde lla sedulcni hcihw dna xetrev emas eht htiw sdne dna strats hcihw

.hparg reluE na ton si hparg siht ecneH  .stiucric reluE on sah hparg eht ,suhT  .egde detaeper   
 
 
 
 
 
 
 
 

 tI eA liart eht taht nees eb yam 1 eB 2 eD 3 eC 4 eA 5  sihT  .liart reluE na si 24.1 gif ni hparg eht ni D
 imeS a erofereht hparg – .hparG reluE  

1 elpmaxE  stiucriC reluE na sniatnoc hparg gniwollof eht taht wohS  :  
 
 
 
 
 

             34.1.giF  
 

:noituloS   tnoc hparg ehT PQRBQAP tiucriC reluE na sania  
 
 

14.1 giF
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2 elpmaxE .woleb nwohs hparg eht ni tiucric reluE na dnif  :  
 

   44.1.giF  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

3 elpmaxE .liart reluE na sniatnoc hparg gniwollof eht taht wohs  :  
 

                   )54.1( .giF  
 
 
 
 
 
 
 

:noituloS   oc hparg eht eP sniatn 1 eT 2 eS 3 eP 4 eQ 5 eS 6 eR 7  na saQ liart reluE . 
 

: MSIHPROMOSI  
 V : f noitcnuf a stsixe rieht esoppus )’E ,’V( = ’G dna ) E ,V ( = G shparg owt redisnoC   ’V

de na si }B ,A{ G fo B ,A secitrev lla rof )ii(dna ecnednopserroc eno ot enon a si f  )i( taht hcus  G fo eg
 sa dellac si f neht ,’G fo egde na si })B(f ,)A(f { fi ylno dna fi msihpromosi   ew dna ,’G dna G neewteb

 era ’G dna G taht yas shparg cihpromosi  .  
 ot eno a si ereht fi )rehto hcae ot( cihpromosi eb ot dias era ’G dna G shparg owt ,sdrow rehto nI

eno   si secitrev fo ycnecajda eht taht hcus segde rieht neewteb dna secitrev rieht neewteb ecnednopserroc
 segde dna secitrev rieht yaw eht ni ylno gnireffid ,serutcurts emas eht evah lliw shparg hcus devreserp

v1 v2 v3

v4

v5v6v7v8

v9 v 01 v 11

v1 v2 v3

v4

v5v6v7v8

v9 v 01 v 11

.
. .

. .P Q
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T
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e4

e7

e6

e3
e5

:noituloS  
V 1 V 2 V 9 V 01  V 2 V 11  V 7 V 01  V 11  V 6 V 4 V 2 V 3 V 4 V 5 V 6 V 7 V  8  V 9 V 1 
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tneserper era yeht yaw eht ni ylno ro dellebal era  sa meht drager ew ,esoprup yna rof yllacirtemoeg de
.shparg emas eht yllaitnesse  

 G etirw ew cihpromosi era ’G dna G nehW ≈ ’G  
f ecnednopserroc eno ot eno a rednu ’G fo )A(f = ’A xetrev eht ot sdnopserroc G fo A xetrev a erehW   :

 G     ew ,’G   A etirw   ’A  ylralimiS   }B ,A{ etirw ew ,    fo BA egde eht taht naem ot }’B ,’A{
.f rednu ,rehto hcae ot dnopserroc ’G fo ’B’A egde eht dna G  

elpmaxe roF 64.1gif ni nwohs shparg eht ta kool ,  
 
 
 
 
 
 
 
 

t neewteb neewteb ecnednopserroc  eno ot eno gniwollof eht redisnoC .shparg owt eseht fo secitrev eh  
A  B ,P   C ,Q   D ,R  S 

:woleb detacidni sa rehto hcae htiw dnopserroc shparg owt ni segde eht ,ecnednopserroc siht rednU  
 }B ,A{   }C ,A{ ,}Q ,P{   }D ,A{ ,}R ,P{     }S ,P{  
 }C ,B{   }D ,B{ ,}R ,Q{   ,C{ ,}S ,Q{  }D  ,}S ,R{  

    eht neewteb ecnednopserroc enoc ot eno detacidni evoba eht taht kcehc eW  
 siht fo ecnetsixe ehT  .secitrev eht fo ycnecajda eht sevreserP  .shparg owt eht fo segde / secitreV

t eton( cihpromosi era shparg owt eht taht sevorp ecnednopserroc  eht tneserper shparg eht htob tah
K hparg etelpmoc 4 .)  

)b(74.1 dna )a( 74.1 serugif ni nwohs shparg eht redisnoc ,txeN  
  
 
 
 
 
 

 
 

  .segde fo rebmun tnereffid tub secitrev fo rebmum emas eht evah shparg owt eht taht evresbo eW
xe nac ereht hguohtla ,eroferehT eno tsi - ot -  a eb tonnac ereht ,secitrev eht neewteb ecnednopserroc eno

eno - ot - .cihpromosi ton erofereht era shparg owt ehT  .segde eht neewteb ecnednopserroc eno  
eht ,cihpromosi era shparg owt fi taht swollof ti ,shparg fo msihpromosi fo noitinifed eht morF  n

 evah tsum yeht  
.secitrev fo rebmun emas ehT .1  

.segde fo rebmun emas ehT .2  
.eerged nevig a htiw secitrev fo rebmun lauqe nA .3  

64.1 .giF

.

.

.

.

.

.

.

.

A B

D C

P Q

S R

.

74.1 .giF

. .
)a( .giF

.

. .
)b( .giF
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 eseht hcihw rof shparg owt taht snaem sihT  .tneiciffus ton tub yrassecen era snoitidnoc esehT
si eb ton deen dloh snoitidnoc .cihpromo  

 ,siht ees oT .cihpromosi eb ton deen ezis emas eht dna redro emas eht fo shparg owt ,ralucitrap nI
.)b( dna )a(84.1 serugif ni nwohs shparg eht redisnoc  

 
)a(84.1.giF  

 
 
 
 
 
 

ra shparg owt eht tuB .3 ezis dna 4 redro fo era shparg htob taht eton eW   .cihpromosi ton e
 ni secitrev tnadnep eerht era ereht sa erehw hparg tsrif eht ni secitrev tnadnep owt era ereht taht evresbO

eno yna rednu ,hcus sA  .hparg dnoces eht - ot -  fo segde eht dna secitrev eht neewteb ecnednopserroc eno
necajda eht ,shparg owt eht devreserp ton si secitrev fo yc  

:1 elpmaxE  
.cihpromosi era woleb nwohs shparg owt eht taht evorP  

94.1.giF  
 
 
 
 
 
 

 
 

:noituloS    gniwollof eht redisnoC  .segde ruof dna secitrev ruof evah shparg htob taht evresbo tsrif eW
 eno – ot -  neewteb ecnednopserroc eno .shparg eht fo secitrev eht  

u1  v1 u , 2  v4 u , 3  v3 u , 4  v2. 
.segde eht neewteb ecnednopserroc gniwollof eht evig ecnednopserroc sihT  

u{ 1 u, 2  } v{ 1 v, 4 u{ , } 1 u, 3  } v{ 1 v, 3} 
u{ 2 u, 4  } v{ 4 v, 2 u{ ,} 3 u , 4  } v{ 3 v , 2 .}  

eno tneserper esehT - ot - serroc eno  eht hcihw rednu shparg owt eht fo segde eht neewteb ecnednop
eciv dna hparg dnoces eht ni secitrev tnecajda ot dnopserroc hparg tsrif eht ni secitrav tnecajda - .asrev  

:2  elpmaxE   .cihpromosi ton era shparg gniwollof eht taht wohS  
 
 
 
 

)a( .giF )b( .giF

. .

. .

.

. .

.

.

.

.
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:noituloS   on eW  2 sah hparg tsrif eht ,tuB  .segde enin dna secitrev 6 sah shparg owt eht fo hcae taht et
 eb tonnac ereht ,eroferehT  .4 eerged fo secitrev 3 sah hparg dnoces eht sa erehw 4 eerged fo secitrev

enoyna - ot - t neewteb dna secitrev eht neewteb ecnednopserroc eno  hcihw shparg owt eht fo segde eh
.cihpromosi ton era shparg owt eht ,hcus sA  .secitrev fo ycnecajda eht sevreserp  
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       2 TINU  
                    

:SHPARG RANALP  

 

om yb detneserper eb nac hparg a taht detacidni neeb sah tI  nI  .gniward lacirtemoeg eno naht er

 eht fo secitrev ton era hcihw stniop ta )revo ssorc( tcesretni segde eht shparg gnitneserper gniward emos

 ta yb detneserper eb nac hcihw hparg A  .secitrev eht ta ylno teem segde eht srehto emos ni dna hparg

p eno tsael ‘ a dellac si secitrev ta ylno teem segde eht hcihw ni gniward enal hparg ranalp ’ 

 segde eht hcihw ni gniward enalp a yb detneserper eb tonnac hcihw hparg a ,dnah rehto eht nO

 a dellac si secitrev eht ta ylno teem .hparg ranalp non  

nalp non a ,sdrow rehto nI  ta sniatnoc gniward enalp elbissop yreve esohw hparg a si hparg ra

.secitrev naht rehto stniop ta rehto hcae tcesretni hcihw segde owt tsael  

1 elpmaxE  

 ranalp era ,21 ezis dna 6 redro fo hparg a )ii( dna ,8 ezis dna 5 redro fo hparg a )i( taht wohS

.shparg  

:noituloS   gniward enalp a yb detneserper eb nac 8 ezis dna 5 redro fo hparg A  

 

 

 

 

 

 

 siht ,erofereht )a( 1.2 .gif ni nwohs sa ,secitrev eht ta ylno teem hparg eht fo segde eht hcihw nI

fo hparg a taht swohs )b(1.2 .gif ,ylralimiS  .hparg ranalp a si hparg  .hparg ranalp a si 21 ezis dna 6 redro  

:2 elpmaxE  

K shparg etelpmoc eht taht wohS 2 K, 3 K dna 4 .shparg ranalp era  

 

 

 

 

 

1.2 .giF

.

.

.

.

)a( .giF )b( .giF

2.2 .giF

. ...

.

.

.

.
.

K2 K3
K4
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noituloS K shparg eht tneserper 2.2 gif ni smargaid eht  : 2 K, 3 K, 4  egde eht ,smargaid eseht fo enon nI  .

trev eht naht rehto stniop ta teem K eroferehT .seci 2 K , 3 K , 4 .shparg ranalp lla era  

:3 elpmaxE  

K shparg etitrapib eht taht wohS 2.2  K dna 3,2  .shparg ranalp era  

 

 

 

 

 

 

 

 

:noituloS   K nI 2,2 V setitrapib owt fo pu edam si tes xetrev eht , 1 V, 2 V htiw , 1  yas secitrev owt gniniatnoc

V1 V, 2 V dna 2 oc V yas ,secitrev owt gniniatn 3 V, 4 V ni xetrev yreve gninioj egde na si ereht dna , 1  htiw

V ni xetrev yreve 2 eciv dna -  ta ylno teem segde eht .gif siht nI  .hparg siht stneserper )a(3.2 giF  .asrev

K ,erofereht secitrev eht 2,2  .hparg ranalp a si  

K nI 3,2  ev eht V setitrapib owt fo pu edam si tes xetr 1 V dna 2 V htiw , 1  yas ,secitrev owt gniniatnoc

V1 V, 2 V dna , 2 V yas ,secitrev eerht gniniatnoc 3 V, 4 V, 5 V ni xetrev yreve gninioj egde na si ereht dna 1 

V ni xetrev yreve htiw 2  siht stneserper )b(3.2 .giF  .asreV eciV dna  teem segde eht erugif siht nI  .hparg

K erofereht ,secitrev eht ta ylno 3,2  .hparg ranalp a si  

  :4elpmaxE  

K hparg etelpmoc eht taht wohS 5 .hparg ranalp non a si )hparg tsrif sikswotaruK eht ,.ziv(  

:noituloS  

K hparg etelpmoc eht ni taht llacer tsrif eW 5 eht  neewteb egde na si ereht dna secitrev 5 era er

 woleb detaeper si gif sihT  .)hparg etelpmoc .feR .gif ees(  .segde 01 ot gnilatot ,secitrev fo riap yreve

V sa deman secitrev eht htiw 1 V, 2 V, 3 V, 4 V, 5 e deman segde eht dna 1 e, 2 e, 3 e……, 01  

 

 

 

 

3.2 .giF
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gniward evoba eht nI  K fo 5 e segde evif eht , 1 e, 5 e, 8 e 01 e, 4  eht dna elcyc lanogatnep a mrof

 segde evif gniniamer e2 e, 3 e, 6 e, 7 e, 9 lla era  

.secitrev eht naht rehto stniop ta tcesretni dna elcyc siht edisnI  

K fo margaid a ward ot yrt su teL 5 trev eht ta yno teem segde eht hcihw ni  lanogatnep eht nI  .seci

K fo  gniward wen ruo trats su teL  .secitrev eht ta ylno teem segde eht )4.2( gif ni tneserp elcyc 5  htiw

 )a( 5.2 .gif ni nwohs si elcyc eht  :elcyc siht  

 

 

 

 

 

 

 

 

e egde eht redisnoC 7 V{ = 2V5 isni rehtie nward eb nac egde  sihT  .}  lanogatnep eht edistuo ro ed

 eht redisnoc ,won ralimis si esac rehto eht )b( 5.2 .gif ni nwohs sa ,edisni ti ward ew esoppuS  .elcyc

e segde 2 V{ = 1V3 e & } 3 V{ = 1V4  tcesretni lliw yeht ,nogatnep eht edisni osla segde eseht ward ew fI  .}

e7 rc yeht ,si taht , e sso 7  .gif ees :edistuo meht fo ward su tel ,erofereht ,secitrev ton era hcihw ,stniop ta

.)b( 5.2  

e egde eht redisnoc txeN 6 V{ = 2 V, 4  eht stcesretni nogatnep eht edistuo egde siht ward ew fi }

e egde 2 ep eht edisni 6e ward su tel erofereht  )b(5.2 gif ees ; .nogatn  

e egde eht redisnoc ,yltsaL 9 V{ = 3 V, 5  eht stcesretni ti ,nogatnep eht edistuo egde siht ward ew fI}

e egde 3 e egde eht stcesretni ti ,edisni ti ward ew fi dna , 6. 

 K fo gniward enalp elbissop yreve ni taht setartsnomed sihT 5 K fo segde owt tsael ta 5  tniop a ta tcesretni

K fo xetrev a ton si hcihw 5. 

 K taht sevorp sihT 5 .hparg ranalp non a si  

:5 elpmaxE    

  K hparg etitrapib etelpmoc eht taht wohS 3,3  non a si )hparg dnoces s’ikswotaruK eht yleman( -

.hparg ranalp  

 

 

 5.2 .giF  
V 1 

V 2 

V 3 V 4 

V 5 

V 1 

V 2 

V 3 V 4 

e 1 

e 5 

e 8 

e 01  

e 4 e 1 

e 5 

e 8 

e 01  

e 4 
e 7 
e 6 

e 3 e 2 

)a( .giF  ( .giF )b  

V5 
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:noituloS    

K ,noitinifed yb 3,3  rg a si  fo pu edam si tes xetrev eht hcihw ni ,segde 9 dna secitrev 6 htiw hpa

V setitrapib owt 1 V dna 2 V ni xetrev yreve taht hcus secitrev eerht gniniatnoc hcae 1  yreve ot denioj si

V ni xetrev 2 eciv dna egde na yb - .asrev  

 

 

 

 

 

 

V ni secitrev eht eman su teL 1  sa v1 v, 2 v, 3 Vni secitrev eht dna 2 v sa 4 v, 5 v, 6  eb segde eht tel oslA  .

e sa deman 1 e, 2 e, 3 e.……, 9. 

K fo margaid siht nI  .)6.2( gif ni nwohs si hparg eht fo margaid A 3,3 e segde xis eht  . 1 v{ = 1 v, 4  ,}

e4 v{= 4v2 e ,} 5 v{= 2v5 e ,} 8 v{= 5 v, 3 e } 9 v{= 3 v, 6 e dna } 3 v{= 6 v, 1 rof }  gniniamer eht dna elcyc lanogaxeh a m

e segde eerht 2 e, 6 e,  7  eht naht rehto stniop ta sevlesmeht gnoma tcesretni ro segde eseht tcesretni rehtie

.secitrev  

K fo margaid a ward ot yrt su teL 3,  3  elcyc lanogaxeh ehT  .tcesretni segde sti fo owt on hcihw ni

eserp K fo gniward wen ruo trats su teL  .segde gnitcesretni yllautum yna niatnoc ton seod 6.2.gif ni tn 3,3  

)a( 7.2 .gif ni yletarapes detibihxe si elcyc sihT  .elcyc siht htiw  

 

 

 

 

 

 

 

e egde eerht redisnoC 6 v{= 2 v, 6 gaxeh eht edisni rehtie nward eb nac egde siht }  ro elcyc lano

 egde eht redisnoc woN .ralimis si esac rehto eht )b( 7.2.gif ni nwohs sa( edisni ti ward su teL  .ti edistuo

e2 v{ = 1 v, 5 e segde eht stcesretni ti ,nogaxeh eht egde siht ward ew fI  .} 6  ti ward su tel ,eroferehT .

2 .gif ees nogaxeh eht edistuo )b( 7.  

7.2 .giF

v1 v4

v6

v3

v2

v5

e1
e4

e3

e9
e8

e5

v1 v4

v6

v3

v2

v5

e1
e4

e3

e9 e5e8

e6
e2

)a( .giF )b( .giF

6.2 .giF  
V 1 

V 2 

V 3 

V 4 

V 5 

V 6 

e 1 
e 2 e 3 e 4 

e 5 
e 6 
e 7 e 8 

e 9 V 1 V 2 
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e egde eht redisnoc txeN 7 v{= 3 v, 4  eht stcesretni ti ,nogaxeh eht edisni nward si egde siht fI  .}

e etgde 6 e egde eht stcesretni ti ,nogaxeh eht edistuo nward si ti fi dna , 2 

K fo gniward enalp elbissop yreve ni taht setartsnomed sihT 3,3 owt tsael ta ,  K fo segde  3,3  a ta tcesretni

K fo xetrev a ton si hcihw tniop 3,3 K taht sevorp siht . 3,3  .hparg ranalp non a si  

6 elpmaxE  

 era hcihw )yas ,egarewes retaw ,yticirtcele( stniop ytilitu eerht dna sesuoh eerht era ereht esoppuS

j si tniop ytilitu hcae taht hcus  senil owt on taht hcus eb gninioj fo senil eht naC  .esuoh hcae ot denio

? rehto hcae ssorc  

 

 

 

 

 

 

 

:noituloS  

h( sesuoh eerht eht era secitrev eht hcihw ni hparg eht redisnoC 1 h, 2 h, 3  stniop ytilitu eerht eht dna )

u( 1 u, 2 u, 3 e ot denioj si esuoh hcae ecniS  .) K eb ot sah hparg ehT  .tniop ytilitu hca 3,3   sihT  .)8.2 .gif ees(

non si hparg -  sA  .rehto hcae ssorc segde sti fo owt tsel ta ,gniward enalp sti ni ,erofereht dna ranalp

stniop  ytilitu eht dna sesuoh eht gninioj senil eht evah ot elbissop ton si ti ,hcus   senil owt on taht hcus

.rehto hcae ssorc  

SHTAP NOTLIMAH DNA SELCYC NOTLIMAH  

 taht neht ,G fo secitrev eht lla sniatnoc taht G ni elcyc a si ereht fI  .hparg detcennoc a eb G teL

‘ a dellac si elcyc elcyC notlimaH .G ni ’  

trev n fo hparg a ni elcyc notlimaH A  secitrev n htiw elcyc a ,esuaceb ,segde n yltcaxe fo stsisnoc seci

.segde n sah  

 naem ton seod sihT ,G ni secitrev lla edulcni tsum G hparG ni elcyc notlimaH a ,noitinifed yB

  .G fo segde lla edulcni dluohs ti taht  

i elcyc notlimaH a sniatnoc taht hparg  A  a dellac s hparg notlimaH  .)hparg nainotlimaH ro(  

,elpmaxe roF    .elcyc notlimaH a si senil kciht ni nwohs elcyc eht ,)7.2( .gif ni nwohs hparg eht ni

.hparg notlimaH a erofereht si hparg eht .)DB egde eht edulcni ton seod elcyc siht taht evresbo(  

h 1 h 2 

8.2 .giF  
h 3 

u 1 u 2 u 3 
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     7.2.giF  

 eht fo )egde yreve ylirassecen ton tub( xetrev yreve sedulcni hcihw hparg detcennoc a ni )yna fi( htap A

.hparg eht ni htap nainotlimaH / notlimaH a dellac si hparg  

a si senil kciht ni nwohs htap ehT ,)8.2( gif ni nwohs hparg eht nI  :elpmaxe roF  .htap notlimaH  

 

 

 

       8.2 .giF  

 siht taht kcehc eW  .htap notlimaH a si IHGDEFCBA htap eht ,)9.2( .gif ni nwohs hparg eht nI

.elcyc notlimaH a niatnoc ton seod hparg  

 
G fo xetrev yreve steem G hparg a ni htap notlimaH a ecniS  fi( htap notlimaH a fo htgnel eht ,

n si secitrev n fo hparg detcennoc a ni )yna - n sah secitrev n  htiw htap a( 1 - )segde 1  

:1 meroehT  

iw hparg detcennoc elpmis a ni fI  n erehw( secitrev n ht  riap yreve fo seerged eht fo mus ehT )3 ≥

non fo - .nainotlimaH si hparg eht naht ,n ot lauqe ro naht retaerg si secitrev tnecajda  

:2 meroehT  

 n erehw( secitrev n htiw hparg detcennoc elpmis a ni fI rg si xetrev yreve fo eerged eht )3 ≥  retae

. nainotlimaH si hparg eht neht  .2/n ot lauqe ro naht  

foorP  ot lauqe ro naht retaerg si xetrev hcae fo eerged eht ,secitrev n htiw hparg detcennoc elpmis a ni fI:

non ro tnecajda fo riap yreve fo seerged eht fo mus eht neht .2/n -  si secitrev tnecajda  ro naht retaerg

.)1 mehT yb( nainotlimaH si hparg eht ,erofereht ,n ot lauqe  

:1 elpmaxE    

A C B 

D E F 

G H I 

● ● 

● ● ● 

● 

● ● ● 

)9.2( .gif  

A B 

D C 

A B 

D C 
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K hparg etelpmoc eht taht evorP n  n erehw .hparg notlimah a si ,3 ≥  

:noituloS   K nI n n si xetrev yreve fo eerged eht , -  n fi ,1 n evah ew ,3 ≥ - n2 ro ,0 > 2 - n( ro ,n > 2 - .2/ n > )1  

K ni ,suhT n  n erehw , K ecneH  .2/n naht retaerg si xetrev yreve fo eerged eht  ,3 ≥ n  yb nainotlimaH si

.2 .mehT  

2 elpmaxE : 

 K elpmis yreve taht wohS - K2 htiw hparg ralugeR - .nainotlimaH si secitrev 1  

:noituloS    K a nI -  K > K dna ,K si xetrev yreve fo eerged eht , hparg ralugeR –  K2( 2/1 = 2/1 -  2/1 = )1

K2 = n erehW  .n - hT yb ,erofereht ,secitrev fo rebmun eht si 1  si deredisnoc hparg eht ,2 .me

.elpmis si ti fi nainotlimaH  

 

:3 elpmaxE  

.2 dna 1 smeroeht fo sesrevnoc eht evorpsiD  

noituloS  2 a redisnoC  : – )01.2( .gif ni nwohs ,secitrev ,5=n htiw hparg ralugeR  

 
limaH si hparg siht ,yltnedivE  2/n naht  ssel si hcihw 2 si xetrev yreve fo eerged eht tuB  .nainot

.n naht ssel si hcihw 4 si secitrev fo riap yreve fo seerged eht fo mus eht dna  

.eurt ylirassecen ton era 2 & 1 smeroeht fo sesrevnoc eht ,suhT  

:4 elpmaxE  

v n htiw hparg elpmis a eb G teL m fi  .3 tsael ta si m erehw segde m dna secitre n( 2/1 ≥ - n()1 -

?eurt esrevnoc eht sI  .nainotlimaH si G taht evorP  .2+)2  

: noituloS    

non owt yna eb v & u teL -  ew fI  .seerged evitcepser rieht eb y & x teL  .G ni secitrev tnecajda

 teg ew ,G morf v,u eteled n   htiw hpargbus a -  q neht ,segde q sah hpargbus siht fI  .secitrev 2  ≤ n( 2/1 -

n()2 -  si segde fo rebmun eht ,n redro fo hparg elpmis a ni[  .)3 ≤ n(n2/1 -  non era v dna u ecnis ])1

.tnecajda  

suhT ,y+ x + q= m  

 m=y + x –  q  

01.2 .giF  
● 

● ● 

● ● 
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)b( .giF  

● ● 

● ● 

≥ n( 2/1{ - n()1 -  }2+)2 - n(2/1{ - n()2 - })3  

n =  

.nainotlimaH si hparg eht ,1 meroehT yb ,eroferehT  

2 a ,esuaceB  .eurt syawla ton si devorp tsuj tluser eht fo esrevnoc ehT -  secitrev evif htiw hparg ralugeR

.dloh ton seod ytilauqeni eht tub nainotlimaH si )01.2( gif ni nwohs  

:5 elpmaxE   ht taht wohS .hparg notlimaH a si )11.2( gif ni nwohs hparg e  

 

 
:noituloS    

 elcyc a si ereht hparg eht ni taht eciton ew ,hparg nevig eht gninimaxe yB

 nainotlimah a si elcyc siht  .hparg eht fo secitrev eht lla sniatnoc hcihw ABFDCRQPNMSLEA   .elcyc

.hparg nainotlimaH a si hparg ehT  .ti ni elcyc nainotlimaH sah hparg eht ecnis  

6 elpmaxE : 

  gniwollof eht tibihxE . 

A  :)a(  .elcyc notlimaH a dna tiucriC reluE na htob sah hcihw hparg  

  :noituloS  

.hparg deriuqer eht si nwohs hparg ehT  

 
 

 .elcyc notlimaH on tub tiucric reluE na sah hcihw hparg A : )b(  

noituloS   : .hparg deriuqer eht si nwohs hparg ehT  

 

 

 

 

11.2 .giF  
A B 
● ● 

● ● ● ● 

● 

● ● ● ● 

● ● 

C D F E 

L 
S Q 

P 

M N 

R 

)a( .giF  

● ● 

● ● 
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)c( .giF  

● ● 

● ● 

● ● 

● ● 

)d( .giF  

● 

● 

● 

● 

● 

● 

● 

● 

● 2 

3 
5 

4 

1 

n-3 

n-1 

n 

n-2 

21.2 .giF  

.tiucriC reluE on tub elcyc notlimaH a sah hcihw hparg A )C(  

 

 

 

 

 

elcyc notlimaH a rehtien sah hcihw hparg A  :)d(  .tiucric reluE na ron  

 

 

 

 

 

 

 

 etelpmoc eht ni elcyc notlimaH fo ecnetsixe eht no noitamrofni lufesu sniatnoc meroeht gniwollof ehT

K hparg n. 

  :3 meroehT  rebmun ddo na si n erehw ,secitrev n htiw hparg etelpmoc eht nI n( era ereht ,3 ≥ -  2 / )1

 egde - iojsid .selcyc nainotlimaH tn  

  :foorP  

 dna ddo si n erehw ,secitrev n htiw hparg etelpmoc a eb G teL  yb G fo secitrev eht etoneD  .3 ≥

)21.2( .gif ni nwohs sa stniop sa meht tneserpeR dna n..…3,2,1  

 

 

 

 

 

t 1 xetrev morf segde fo nrettap lanogylop eht taht eton eW  a si gif eht ni detciped sa n xetrev o

 noitatneserper sihT  .elcyc notlimaH a erofereht si elcyc sihT  .G fo secitrev eht lla sedulcni taht elcyc

 a fo ertnec eht ta si 1 xetrev eht ,))21.2( gif eht nI(  .elcyc notlimaH eno tsael ta sah G taht setartsnomed

.dettod si elcric ehT  .ecnerefmucric sti no era secitrev rehto eht dna elcric  
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31.2 .giF  
● 

● 

● 

● 

● 

● 

● 

  yb esiwkcolc nrettap lanogylop eht etator ,woN 1  , 2  , 3  .… ,  erehw seerged k 1 063 = 0 n/ -  ,1

2 063 .2 = 0 n/ -   ,1 3 063.3 = 0 n/ - … ,1 k n(= - 063      .2/)3 0 n/ -   1  

K eseht fo hcaE  n( = -  yna htiw nommoc ni egde on sah taht elcyc notlimaH a sevig  snoitator 2/)3

n( = k stsixe ereht ,suhT  .seno gnidecerp eht fo -  egde lla ,selcyc notlimaH wen ,2/)3 -  eht morf tniojsid

 egde osla dna )21.2( gif ni nwohs eno - uht sevlesmeht gnoma tniojsid .yltcaxe  era ereht ,G ni ,s  

n( + 1 = K+1 - n( 2/1 = 2/)3 - )1  

 egde yllautuM – .elcyc notlimaH tniojsid  

.meroeht eht fo foorp eht setelpmoc sihT  

7 elpmaxE :    

 egde ynam woH -   ?secitrev neves htiw hparg etelpmoc eht ni tsixe selcyc notlimaH tniojsid

t ward ,oslA .selcyc notlimaH eseht wohs ot hparg eh  

:noituloS       

K hparg etelpmoc eht ,3 meroeht ot gnidroccA n n( sah -  egde 2/)1 -  nehw selcyc notlimaH tniojsid

 n  ≥ 7( si rebmun rieht ,7 = n nehW  .dda si n dna 3 -   . 3 meroehT fo foorp eht ni detacidni sA  .3 = 2/)1  

)31.2( gif ni nwohs sa sraeppa selcyc notlimaH eseht fo enO  

 

 

 

 

 

.selgna hguorht esiw kcolc elcyc nwohs evoba eht gnitator yb tog era selcyc owt rehto ehT  

1 063 = 0 7/ -  dna , 06 = ,1 2 063(2 = 0 7/) - 021 = ,1 0  

 

 GNILEVART – : MELBORP NAMSELAS  

ylesolc melborp A   ,melborp nam selas gnilevart eht si stiucric nainotlimaH fo noitseuq eht ot detaler

 secnatsid eht nevig ,pirt a gnirud seitic fo rebmun a tisiv ot deriuqer si nam selas A  :swollof sa detats

isiv ot sa os levart eb dluohs redro tahw ni ,seitic eht neewteb  nruter dna ecno ylesicerp ytic yreve t

? delevart egaelim muminim eht htiw ,emoh  

 ,hparg siht nI  .hparg a teg ew ,segde yb meht neewteb sdaor eht dna secitrev yb seitic eht gnitneserpeR

e egde yreve htiw i  ni ecnatsid eht( rebmun laer a detaicossa si ereht e(w ,)yas ,selim i  si hparg a hcus )

e(w ;hparg dethgiew a dellac i e egde fo thgiew eht gnieb ) i. 
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 a evah ew ,ytic rehto yreve ot daor a sah seitic eht fo hcae fi ,melborp ruo nI  dethgiew etelpmoc‘

.’hparg    ew dna ,stiucric nainotlimaH suoremun sah hparg sihT  tsellams eht sah taht eno eht kcip ot era

)sthgiew ro( secnatsid fo mus  

 egde ton( tnereffid fo rebmun latot ehT -  etelpmoc a ni stiucric nainotlimaH )esruoc fo ,tniojsid

n( eb ot nwohs eb nac secitrev n fo hparg -   .2/!)1  

ats taht tcaf eht morf swollof sihT n evah ew xetrev yna morf gnitr -  eht morf esoohc ot segde 1

n ,xetrev tsrif - n ,dnoces eht morf 2 - .seciohc tnednepedni gnieb esehT  .no os dna ,driht eht morf 3  

n( teg eW -  hcae esuaceb ,2 yb dedivid ,revewoh ,si rebmun sihT  .seciohc fo rebmun elbissop !)1

aH  .eciwt detnuoc neeb sah tiucric nainotlim  

n( lla gnitaremune yb devlos eb syawla nac namselas gnilevart eht fo melborp eht ,yllaciteroehT -

  .eno tsetrohs eht gnikcip neht dna ,hcae ni delevart ecnatsid eht gnitaluclac ,stiucric nainotlimaH 2/ !)1

f revewoH  ti gnivlos yrt( retupmoc latigid a rof neve taerg oot si devlovni robal eht ,n fo eulav egral a ro

.)05 = n :setats detinu eht ni slatipac etats 05 eht rof  

 tneiciffe oN  .etuor tsetrohs eht gnidnif rof mhtirogla elbaeganam a ebircserp ot si melborp ehT

gla  .edam neeb evah stpmetta ynam hguohtla ,dnuof neeb tey sah ezis yrartibra fo smelborp rof mhtiro

 egral  cificeps emos ,hcraeser snoitarepo ni snoitacilppa sah melborp siht ecniS -  evah selpmaxe elacs

irueh lareves elbaliava osla era erehT  .tuo dekrow neeb  yrev etuor a evig taht noitulos fo sdohtem cits

.eno tsetrohs eht ot esolc  

 



scirotanibmoC dna yroehT hparG   24SC01  
 

 fo tpeD C TIBJS ,ES   84  
 

neerG  

eulB  

● eulB  ● 

● ● 

● 

● 

eulB  
● 

● ● 

● 

● 

deR  

neerG  

deR  

● ● 

● 

● 

neerG  

deR  deR  

deR  

neerG  deR  

wolleY  

eulB  

51.2 .giF  

sklaw fo sepyt suoiraV  

 gnisaercni fo noitcerid eht ni tniop sworra ehT .)41.2( gif ni dezirammus era retpahc siht ni dessucsiD

.noitcirtser  

 

 

 

 

 

 

laW fo sepyT tnereffiD 41.2 .giF sk  

:GNIROLOC HPARG  

non ro ranalp a neviG -  yaw a hcus ni secitrev sti ot )sruoloc( sroloc ngissa ew fi  ,G hparg ranalp

 ylreporP si G hparg eht taht yas ew neht , roloc emos eht )eviecer( evah secitrev tnecajda owt on taht

  .deroloc  

oc reporp ,sdrowrehto nI  taht hcus secitrev sti ot sroloc gningissa snaem hparg a fo gnirol

.sroloc tnereffid evah secitrev tnecajda  

 

 

 

 

 

 

 ylreporp ton si hparg driht eht sa erehw deroloc ylreporp era shparg owt tsrif eht ,)51.2( .gif nI

.deroloc  

shparg owt tsrif eht gninimaxE yB   eht eton ew , deroloc ylreporp era hcihw )51.2( gif ni

 gniwollof  

.gniroloc reporp eno naht erom evah nac hparg A  )i  

non owT )ii – .roloc emas eht evah nac hparg deroloc ylreporp a ni secitrev tnecajda  

 

laW
k 

klaW nepO   desolC
klaW  

htaP  eniL lasrucinU  

htaP nainotlimaH  

tiucriC  eniL reluE  

tiucriC nainotlimaH  elbaecarT ylirartibrA  
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61.2 .giF  

)a(  

V3 

V1 V2 

V4 V5 

V6 

b( ) 

V1 

V2 

V3 

V4 

V5 

)c(  

V1 

V2 

V3 
V4 

V5 

V6 

V8 

:REBMUN CITAMORHC  

K eb ot dias si G hparg A – elbaroloc  .sroloc )fo rebmun( K htiw ti roloc ylreporp nac ew fi  

K si hcihw G hparg A – K( ton tub elbaroloc -  )1 –  a dellac si elbaroloc  

 K‘ – .’hparg citamorhC  

K a ,sdrowrehto nI –  tub sroloc K htiw deroloc ylreporp eb nac taht hparg a si hparg citamorhC

 ssel htiw ton .sroloc K naht  

K si G hparg a fI –  citamorhc eht ,suhT  .G fo rebmun citamorhc eht dellac si K neht ,citamorhC

 ehT .deroloc ylreporp eb nac hparg eht hcihw htiw sroloc fo rebmun muminim eht si hparg a fo rebmun

etoned yllausu si G hparg a fo rebmun citamorhc   yb d  χ .)G(  

:STLUSER EMOS  

)i  1 si )hparg lluN ,.ei( secitrev detalosi ylno fo gnitsisnoc hparg A –  owt on esuaceB( citamorhC

.)secitrev lla ot roloc emas eht ngissa nac ew erofereht dna tnecajda era hparg a hcus fo secitrev  

)ii  tsael ta si segde erom ro eno htiw hparg A   2 -  eno tsael ta sah hparg a hcus esuaceB( citamorhc

.)sroloc tnereffid evah dluohs hcihw secitrev tnecajda fo riap  

)iii  G hparg a sniatnoc G hparg a fI 1    a sa  

      neht ,hpargbus  

           χ  )G( ≥ χ G( 1 .)  

.vi   neht ,secitrev n fo hparg a si G fI χ  )G( .n  ≤  

.v     χ K( n  n lla rof ,n = ) K ni ,esuaceB( .1 ≥ n  n eht lla hcus sa dna tnecajda era secitrev owt yreve  ,

)sroloc tnereffid evah dluohs secitrev  

.iv    K sniatnoc G hparg a fI n neht ,hpargbus a sa  χ  )G( .n  ≥  

1 elpmaxE wollof eht fo hcae fo rebmun citamorhc eht dniF  : .shparg gni  
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 noituloS   :  

 )i  roloc a ngissa su tel ,)a( hparg eht roF  V xetrev eht ot 1  ngissa ot evah ew ,gniroloc reporp a rof neht ,

V srobhgien sti ot roloc tnereffid a 2 V, 4 V, 6 V ecnis , 2 V , 4 V , 6 non yllautum era -  nac yeht ,secitrev tnecajda

evah  V sa roloc emas eht 1  yleman  , . 

 V secitrev eht htiw ,sroloc owt tsel ta htiw deroloc ylreporp eb nac hparg eht ,suhT 1 V, 3 V, 5 

 roloc eno gnivah  V dna 2 V, 4 V, 6   roloc tnereffid a gnivah β  hparg eht fo rebmun citamorhc eht ,ecneH .

.2 si  

)ii   roloc eht ngissa su tel , )b( hparg eht roF  V xetrev eht ot 1  sti gniroloc reporp a rof nehT  .

V sruobhgien 2 V, 3 V & 4  roloc eht evah tonnac   .  

V ,erom rehtruF 2 V , 3 V, 4  yas ,sroloc tnereffid evah tsum β  , γ  era sroloc ruof tsael ta ,suhT. δ ,

  .hparg eht fo gniroloc reporp a rof deriuqer  

 .4 si hparg eht fo rebmun citamorhc eht ecneH  

 )iii  yas ,roloc emas eht ngissa nac ew , )c( hparg eht roF non eht ot , - V secitrev tnecajda 1 V , 3 V , 5   .  

secitrev eht nehT  V2 V, 4 V, 6 V yltneuqesnoc 7 V dna 8  si hcihw roloc emas eht dengissa eb nac

 htob morf tnereffid   eht fo gniroloc reporp a rof dedeen era sroloc eerht fo muminim a ,suhT  . β dna

.3 si rebmun citamorhc sti ecneH .hparg  

:2 elpmaxE   o srebmun citamorhc eht dniF .shparg gniwollof eht f  
 

   71.2 .giF  

 

 

 

 

 

 

:)i( noituloS    

 eht taht eton ew ,hparg eht gnivresbo yB  .hparg nosreteP eht si )a( hparg eht taht eton eW

V secitrev 1 V, 3 V,  6 V dna 7  yas ,roloc emas eht dengissa eb nac  V secitrev eht nehT  . 2 V, 4 V , 8 V dna 01  

c gissa eb na β  ,roloc emas eht den   naht rehto( V secitrev eht ,woN  . ) 5 V dna 9  dengissa eb ot evah

 naht rehto sroloc   roloc emas eht evah nac yeht  ; β dna γ  era sroloc eerht fo muminim a ,suhT .

un citamorhc eht ,ecneH  .hparg siht fo gniroloc reporp a rof deriuqer .3 si hparg siht fo rebm  

)b( 71.2 .giF

V1

.
V5

V4
V3

V2
V6

V7

V8

V9
V 01

.
V5

V4
V3

V2
V6

V7

V8

V9
V 01

)a( 71.2 .giF

v1

v2

v3

v4v5v6

v7 v8

v 11

v9v 01

v1

v2

v3

v4v5v6

v7 v8

v 11

v9v 01



scirotanibmoC dna yroehT hparG   24SC01  
 

 fo tpeD C TIBJS ,ES   15  
 

)ii( noituloS   :  

 eht dellac si hparg siht(,)b( hparg eht gnivresbo yB hparg rehcsreH  secitrev eht taht eton ew,)

V1 V , 3 V , 5 V , 6 V dna 11   roloc emas eht dengissa eb nac  V :secitrev gniniamer eht lla dna 2 V, 4 V , 7 V, 8 V , 9 

V dna 01  eb nac   naht rehto(  β roloc emas eht dengissa  tneiciffus era sroloc owt suhT  .)  

.2 si rebmun citamorhc sti ecneH  .hparg eht fo gniroloc reporp rof ) tneiciffus ton si roloc eno(  

:)3( elpmaxE    

( n redro fo hparg a taht evorP  elcyc elgnis a fo gnitsisnoc )2 ≥ 2 si –  3 dna neve si n fi citamorhc – 

.ddo si n fi citamorhc  

:noituloS    

.woleb sa nwohs si deredisnoc gnieb hparg ehT  

 

 

 

 

 

 

 sroloc owt ngissA  .roloc elgnis a htiw deroloc ylreporp eb tonnac hparg eht ,ylsuoivbO

htiw gnitrats ,secitrev eht ot ylevitanretla  V1 V ,secitrev ddo eht ,nehT  . 1 V , 3 V , 5  roloc a evah lliw ,.cte  

V secitrev neve eht dna 2 V , 4 V , 6 V xetrev eht neht ,neve si n esoppuS  .β roloc tnereffid a evah lliw n  si

 eht ,erofereht  deroloc ylreporp steg hparg eht dna ,β roloc eht evah lliw erofereht dna xetrev neve na

2 si hparg – citamorhc  

V xetrev eht neht ,ddo si n esoppuS n dna xetrev ddo na si   roloc eht evah lliw erofereht   eht dna

V secitrev tnecajda eht neht ,esuaceb( deroloc ylreporp ton si hparg n V dna  1    roloc emas eht evah lliw

V fi hguone si ti ,deroloc ylreporp ti ekam oT  .) n   ,roloc driht a dengissa a si γ  eht ,esac siht ni ,suhT  .

3 si hparg - .citamorhc  

?
?

?

?

?

? ?

?

?

?

v1

v2
v3

vn

Vn-1

81.2 .giF
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:4 elpmaxE    

2 si G hparg a taht evorP –  non si ti fi ylno dna fi citamorhc – .hparg etitrapib llun  

:noituloS      

 2 si G hparg a esoppuS - non si ti nehT  .citamorhc -  ,roloc eno evah G fo secitrev emos dna llun

 yas  eht fo tser eht dna  V teL. β yas ,roloc rehtona evah secitrev 1  roloc gnivah secitrev fo tes eht eb  

V dna  2 V nehT. β roloc gnivah secitrev fo tes eht eb 1 V U 2 V dna , G fo tes xetrev ehT  .V = 1 V ∩ 2  . Ф =

V fo secitrev owt on ,oslA 1 V fo secitrev owt on dna tnecajda eb nac  2 ac  yreve ,hcus sA .tnecajda eb n

V ni dne eno sah G ni egde 1 V ni dne rehto eht dna  .2 .hparg etitrapib si G ecneH  

non a si G esoppus ,ylesrevnoC -  setitrapib owt sah G fo tes xetrev eht nehT .hparg etitrapib llun

V1 V dna 2 dne eno sah G ni egde yreve taht hcus  V ni  1 V ni dne rehtona dna 2  tonnac G ,yltneuqesnoC .

V ni secitrev neht esuaceb ; roloc eno htiw deroloc ylreporp eb 1 V dna  2  dna roloc emas eht evah lliw

 roloc a ngissa ew esoppuS .roloc emas eht fo sdne sti fo htob sah egde yreve  V ni secitrev lla ot 1 a  a dn

V ni secitrev lla ot  β roloc tnereffid 2 2 si G  ecneH .V fo gniroloc reporp a ekam lliw sihT  . - .citamorhC  

: 5 elpmaxE    

 fI    taht evorp neht ,G hparg a fo secitrev eht fo  seerged eht fo mumixam eht si )G( χ  )G(  +1  ≤

 )i(    ..…………      .)G(  

uloS :noit    

   taht os ,1 si secitrev eht htob fo seerged eht neht   ,secitrev 2 = n sniatnoc G esoppuS   1= )G(

osla,  χ  ecneH. 2= )G( χ  +1 = )G(        .)G(  

.2=n rof deifirev si )i( ytilauqeni deriuqer eht ,suhT  

parg lla rof eurt si ytilauqeni eht taht emussA K htiw sh -  1 + K htiw ΄G hparg a redisnoC  .secitrev

 dna  secitrev K evah lliw H hparg gnitluser eht neht ΄G morf v xetrev yna evomer ew fI  .secitrev   )H(

 ≤ ferehT  .)edam noitpmussa eht yb( H rof sdloh )i( ytilauqeni eht ,secitrev K sah H ecnis .  )΄G(  ,ero χ 

 )H(  +1  ≤    ecnis .)H(   )H(  ≤ sdleiy siht  ,)΄G(  χ  )H( +1 ≤            )΄G(  

 ni secitrev eht ot dengissa sroloc eht gniniater yb deveihca eb nac ΄G fo gniroloc reporp a ,woN

engissa sroloc eht morf tnereffid si taht V ot roloc a gningissa yb dna H .ti ot tnecajda secitrev eht ot d  
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 si taht H ni xetrev a ot dengissa ydaerla sroloc eht fo eno eb nac  V ot dengissa eb ot  roloc ehT

 reporp a ,suhT  .V ot tnecajda  ton  

.roloc wen a fo esu eht tuohtiw enod eb nac΄G fo gniroloC  

 ecneH χ   = )’G( χ H(  )  +1  ≤ .)’G(  

 1 + K htiw hparg a rof sdloh ti ,secitrev K htiw shparg lla rof sdloh )1( ytilauqeni eht fi ,suhT

. shparg lla rof sdloh )1( ytilauqeni eht taht swollof ti ,noitcudni yb ,ecneH.secitrev  

 

ALUMROF S’RELUE  

 eb nac G neht ,hparg ranalp a si G fI  segde eht hcihw nI .enalp a ni margaid a yb detneserper

 dellac strap fo rebmun a ot ni enalp eht sedivid margaid a hcuS  .secitrev eht ta ylno teem  ro( snoiger

)secaf a fo yradnuob eht mrof taht segde fo rebmun ehT  .dednuobnu si trap eno yltcaxe hcihw fo ,   noiger

 eht dellac si eerged  .noiger taht fo  

 enalp eht sedivid margaid eht )02.2( .gif ni nwohs hparg ranalp a fo margaid eht ni ,elpmaxe roF

R snoiger 6 otni 1 R, 2 R, 3 R, 4 R, 5 R, 6 R snoiger eht fo hcae taht evresbo eW . 1 R ot  5  noiger eht dna dednuob si

bnu si 6R R ,si tahT .dednuo 1 R ot 5 R  elihw hparg eht fo roiretni eht ni era 6  eht ni si roiretxE . 

 

 

 

 

 

 

 

R noiger eht fo yradnuob eht )02.2( gif eht ,taht evresbo rehtruf eW 1   .segde owt fo pu edam si

R fo eerged eht ,eroferehT 1 R(d sa siht etirw eW  .2 si 1  .2 = )  R snoiger eht fo hcae fo yradnuob ehT 2  dna

.
.

.
.

V2

V4

V1
V V3

.
.

.

V1
V3

V2

V4
G :)a( .giF ’ H :)b( .giF

R1

R2
R3

R6

R5
R4

? ?

?

? ?

?

02.2 .giF
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R4 R(d ,erofereht ;segde 3 fo pu edam si 2 R(d = ) 4 R noiger eht fo yradnuob ehT  .3 = ) 3  4 fo stsisnoc

.egde tnadnep si eno hcihw fo segde  

R(d ,eroferehT 3 R noiger ehT .5= ) 5 ereht )pool( egde elgnis a yb dednuob si R(d ,erof 5  ehT.1=)

R noiger roiretxe eht fo yradnuob 6 R(d,erofereht;segde xis fo stsisnoc 6 .6 = )  

taht eton eW  

R(d 1 R(d+ ) 2 R(d+ ) 3 R(d+) 4 R(d+) 5 R(d+) 6 .02=)  

 gnikahsdnah eht ot suogolana si ytreporp  sihT .hparg eht ni segde fo rebmun eht eciwt si hcihW

 ytreporp .shparg ranalp lla rof eurt si dna  

 ton dna hparg ranalp a fo margaid a yb denimreted era snoiger eht taht tuo detniop eb dluohs tI

 eht yb denimreted snoiger eht ,hparg eht fo margaid eht egnahc ew fi taht snaem sihT .flesti hparg eht yb

eb lliw margaid wen   eht taht esnes eht ni eno dlo eht yb denimreted esoht morf tnereffid yllareneg

 eht ,revewoH .margaid wen eht ni dednuobnu eb ton deen margaid dlo eht ni noiger dednuobnu

 si tcaf gnitseretni eht sniamer smargaid owt eht ni  snoiger fo rebmun latot eht taht  emas  .  

 gniwollof eht ni deniatnoc si tcaf siht fo foorp ehT  meroeht latnemadnuf s’reluE  ranalp no

 .shparg  

:meroehT    

 m yltcaxe sah segde m dna secitrev n htiw G hparg ranalp detcennoc A –  sti fo lla ni snoiger 2+ n

.smargaid  

:foorP    

mun eht etoned r teL ,taht setats meroeht ehT  .G fo margaid a ni snoiger fo reb  

 m = r –  n  ro , 2 +n – )1(…………  2 = r + m  

.m no noitcudni yb foorp eht evig eW  

evah lliw G neht ,1> n fi , esuaceB  .1 ot lauqe eb tsum , n neht ,0 = m fI  

a eb tsum ereht dna secitrev owt tsael ta n  m  taht os ,)detcennoc si G esuaceb( meht gnitcennoc egde   0 ≠

.noitcidartnoc a si hcihw ,  

 noiger eno ylno senimreted G fo margaid a ,1 = n fI –   .))a( 12.2 gif ni nwohs sa( noiger enalp eritne eht  

n  taht os , 1 = r dna 1 = n neht ,0 = m fi , suhT -  r+ m .0 = m rof meroeht eht seifirev sihT  .2 =  
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non a si k erehw ,segde fo rebmun k=m htiw shparg lla rof sdloh meroeht eht taht emussa ,woN -

.regetni evitagen  

G hparg a redisnoC  1+k G taht esoppus ,tsriF  .secitrev n dna segde 1+ k htiw  1+k lcyc on sah  .ti ni se

G fo margaid a nehT 1+k   eb lliw secitrev fo rebmun eht hcihw ni )b( 12.2 .gif ni nwohs mrof eht fo eb lliw

noiger eno ylno enimreted lliw margaid eht dna ,segde fo rebmun eht naht erom eno yltcaxe –  eritne eht

hT  .))b( 12.2 .gif ni sa( noiger enalp  G rof su 1+k taht os ,1 = r dna 1+)1+k( = n ,esac siht ni ,evah ew ,  

 n – .2 = r+)1+k(  

.ti ni selcyc on sniatnoc 1+k G fi ,llew sa 1 +k=m nehw eurt si )i( tluser eht taht snaem sihT  

G esoppus ,txeN  1+K oiger fo rebmun eht eb r teL .elcyc eno tsael ta sniatnoc  margaid a hcihw sn

G fo  1+k G morf ti evomer dna elcyc a ni ‘ e‘ egde na redisnoC  .enimreted 1+k G ,hparg gnitluser ehT .  1+k – 

)1+k( dna secitrev n evah lliw ,e – r  enimreted lliw margaid sti dna ,segde k=1 - G ecniS  .snoiger 1  1+k –  e

 meroeht eht ,segde k sah  .)edam noitpmussa noitcudni eht yb( hparg siht rof sdloh  

evah ew si tahT  

 r -    k = 1 –  n ro  ,2+ n – 2 =  r+)1 + k(  

.llew sa 1 + k = m nehw eurt si )1( tluser eht osla esac siht ni taht snaem sihT  

eurt si )1( tluser eht taht swollof ti ,noitcudni yb ,ecneH   lla rof non – evitagen   sihT  .m sregetni

.meroeht eht fo foorp eht setelpmoc  

   : I yralloroC  

 (n htiw hparg ranalp elpmis detcennoc si G fI   )i(     neht ,snoiger r dna segde )2>( m ,secitrev )3≥

 m ≥       r)2/3(  m )ii(  dna n3 ≤ - .6  

 :foorP  

 eb tsum noiger yreve ,hcus sA .spool on dna segde elpitlum on sah ti ,elpmis si G hparg eht ecniS

ht yb dednuob  si snoiger eht lla dnuob taht segde fo rebmun latot eht ,eroferehT .segde erom ro eer

 .snoiger owt tsom ta fo yradnuob eht ni si egde na ,dnah rehto eht nO.r3 ot lauqe ro neht retaerg

12.2 .giF  
● 

R ∞ 

)a(  )b(  

R ∞ 
● ● 

● 
● 

● 
● 

● 
● 

● 
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naht ssel si snoiger lla dnuob taht segde fo rebmun latot eht ,eroferehT  e ro  r3,suhT.m2 ot lauq     ro .m2 ≤

 m ≥  r)2/3(  

. )i( tluser deriuqer si sihT  

 m teg ew ,devorp tsuj tluser eht ni alumrof s’reluE morf r rof gnitutitsbus ,woN m(  2 / 3  ≥ - )2+n  

 m ot seifilpmis hcihW n3 ≤ - )ii( tluser deriuqer si sihT .6  

  :2 yralloroC  

ikswotaruK non si ,5K ,hparg tsrif s’ - .ranalp  

 :foorP  

K hparg ehT 5  erugif ot refer ;segde 01 = m dna secitrev 5 = n sah dna detcennoc ,elpmis si

  m evah dluohs ew ,1 yralloroC fo )ii( tluser yb neht ,ranalp si hparg siht fI  .hparg tsrif s’ikswotaruK  ≤  

 n3 –  taht ;6  01 si  ≤  51 -  non si 5K ,eroferehT  .eurt ton si hcihw ,6 – ranalp  

  :3 yralloroC  

K ,hparg dnoces s’ikswotaruK 3,3 non si , - .ranalp  

 :foorP K  taht eton tsrif eW  3,3  gif ees ;segde 9 = m dna secitrev 6 = n sah dna detcennoc ,elpmis si

.hparg dnoces s’ikswotaruK  

K esoppuS  3,3 K taht eton ew ,hparg s’ikswotaruK erugif eht gninimaxe yB  .ranalp si  3,3  fo selcyc on sah

  m evah dluohs ew ,1 yralloroC fo )iii( tluser yb eroferehT  .3 htgnel ≤    n2 –  9 ,si taht ;4 1 ≤  2 –  hcihw ,4

K ,ecneH  .eurt ton si  3,3  non si – .ranalp  

 :4 yralloroC  

.6 naht ssel eerged fo xetrev a sniatnoc G hparg ranalp elpmis detcennoc yrevE  

 :foorP   

d fi,nehT.6 ot laue ro naht  retaerg eerged fo si G fo xetrev yreve esoppuS 1 d, 2  eht era   nd……,

d evah ew,G fo secitrev n eht fo seerged 1 d ,6 ≥ 2  .……,6 ≥ dn .6 ≥  

 teg ew ,eseht gniddA  

d1 d+ 2 d+……+ n            .n 6 ≥  

 eht si m erehw,m2 ot lauqe si ytilauqeni siht fo edis dnah tfel  eht ,ytreporp gnikahsdnah yB

 m2,suht,Gni segde fo rebmun   n3   ro ,n6≥ .m   ≤  

eR(,1 yralloroc fo)ii(tluser eht yb, dnah rehto eht nO m ei )ii( tlus  ≤ n3 -6 .)  

 m  evah  dluohs eW   ≤ n3 -   n3 ,suhT.6    ≤  m  ≤ n3 - .eurt eb tonnac sihT.6  

.6 naht ssel eerged fo xetrev a evah tsum G ,eroferehT  

  :1 elpmaxE  
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R1 

R2 

R3 
R4 

32.2 .giF  

.02.2 erugif ni nwohs hparg ranalp eht rof alumrof s’reluE yfireV  

 :noituloS  

h hparg nevig ehT  ,suhT .snoiger 6=r dna segde 01=m ,secitrev 6=n sa  

 n –  6 = r + m – .2 = 6 + 01  

 .hparg nevig eht rof deifirev suht si alumrof s’reluE ehT  

  :2 elpmaxE  

:woleb nwohs shparg ranalp eht rof alumrof s’reluE yfireV  

 

 

 

 

 

22.2 .giF  

 

 :noituloS   

ht taht evresbo eW  91 = r dna segde 43 = m ,secitrev 71 = n sah shparg nevig eht fo tsrif e

 n ,suhT  .snoiger –  71 = r + m - .2 = 91 + 43  

 n taht os ,snoiger 61 = r dna segde 42 = m ,secitrev 01 = n era ereht ,shparg nevig eht fo dnoces eht nI – 

 01 = r + m – .21 = 61 + 42  

uhT .deifirev si alumrof s’reluE ,shparg nevig eht fo htob rof ,s  

  :3 elpmaxE  

 eht taht yfirev dna snoiger fo seerged eht dnif ,woleb nwohs hparg ranalp a fo margaid eht roF

segde fo rebmun eht eciwt ot lauqe si seerged eseht fo mus  

 

 

 

 

 

 :noituloS  

argaid ehT R noiger ehT  .snoiger 4 dna segde 9 sah m 1  ,eroferehT  .segde eerht yb dnuob si

R(d 1 R(d ,ylralimiS .3=) 2 R(d ,5=) 3 .3=)  

)a( .giF  )b( .giF  

 
● ● ● 

● 

● 

● 

● 
● ● ● 

● 
● ● ● 

● 

● ● ● 
● ● 

● 
● ● ● 

● 
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R noiger etinifni ehT 4 R(d,eroferehT .egde tnadnep a sulp segde 5 yb dnuob si 4  taht llaceR( .7=)

,noiger a fo eerged eht gninimreted elihw    .)eciwt detnuoc si egde tnadnep a  

 ,ylgnidroccA  

R( d 1 R( d + ) 2 R( d + ) 3 R( d + ) 4 81  =  )  

                                       .segde fo .on eht eciwt =  

 :4 elpmaxE  

A  rebmun eht dniF.6,6,5,4,3,3,3,2,2 seerged htiw secitrev 9 sah hparg ranalp detcennoc  fo

 .G fo snoiger  

 :noituloS  

 fo rebmun eht eb r dna segde fo rebmun eht eb m teL .secitrev 9 = n sah hparg nevig  ehT

.snoiger  

evah ew ,ytreporp gnikahsdnaH eht yb eroferehT  

secitrev fo seerged fo mus = m2  

    6+6+5+4+3+3+3+2+2 =  

    .43 =  

1 = m ,eroferehT .7  

taht dnif ew ,alumrof s’reluE gnisu yB  

      m = r - .2 + n  

       71 = - 01 = 2+9  

.snoiger 01 sah hparg nevig eht ,suhT  

 :5 elpmaxE   

 xetrev a evah tsum secitrev 21 naht ssel htiw G hparg ranalp elpmis detcennoc yreve taht wohS

 eerged fo .4 ≤  

noituloS   :  

S d fi ,nehT  .4 naht retaerg eerged sah G fo xetrev yreve esoppu 1 d , 2 d , 3 d4 d ..……… , n    eht era

 evah ew ,G fo secitrev n fo seerged  

d1   d ,5 ≥ 2 d  ……,5≥ n          ,taht os  5 ≥  

d1 d + 2 d + 3 d+ 4 d ..………… n   ,ytreporp gnikahs dnah yb,n5 ≥  m2 ro  ,n5 ≥  

2 / n5 ro    )i(…………m  ≤  

 m seriuqer 1 yralloroC ,dnah rehto eht nO n3 ≤ -  2/n5  ,)i( fo weiv ni ,evah dluohs ew ,suhT .6  ≤

n3 –  n ro  6 )ii(..……21 ≥  
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  .secitrev 21 tsael ta evah tsum G neht ,4 naht retaerg eerged sah G fo xetrev yreve fi ,suhT

1 naht ssel sah G fi ,ecneH  eerged fo xetrev a evah tsum ti ,secitrev 2 .4  ≤  

  :6 elpmaxE  

 n neht ,stnenopmoc k dna snoiger r sah m ezis dna n redro fo G hparg ranalp a fi taht wohS –  + m

.1 + k = r  

  :noituloS  

H tel 1 H , 2 H……… , k    ,secitrev fo rebmun eht teL .G fo stnenopmoc k eht eb  segde fo rebmun eht

 non fo rebmun eht dna – H ni snoiger roiretxe i  eb ni m , i r , i    eht  .k,..………2 ,1 = i       ,ylevitcepser

  .eroferehT  .stnenopmoc lla rof emas eht si noiger roiretxe n ∑ i              ,n = m ∑ i  ,m = r ∑ i    r = –   .1  

noiger roiretxe eht fI  sdleiy iH ot deilppa alumrof s’reluE eht neht ,deredisnoc ton si  

ni – mi r + i   .1 =  

sdleiy siht ,)k = i ot 1 = i morf( noitammus nO  

 n –  r( + m –  n ro  ,k = ) 1 – .1 + k = r + m  

 

:slanimonyloP citamorhC 1.5.2  

ereffid fo rebmun λ & G hparg detcennoc a neviG  gnidnif fo melborp eht pu ekat su tel ,sroloc tn

.sroloc λ eseht htiw G gniroloc ylreporp fo syaw tnereffid fo rebmun eht  

N hparg llun eht redisnoc ,tsriF n   .tnecajda era secitrev owt on ,hparg siht nI  .secitrev n htiw

siht fo gniroloc reporp a ,eroferehT    .secitrev eht lla ot roloc elgnis a gningissa yb enod eb nac hparg

 dengissa sroloc fo seciohc elbissop λ sah hparg eht fo xetrev hcae ,sroloc fo rebmun λ era ereht fi ,suhT

λ ni deroloc ylreporp eb nac hparg eht hcus sa dna ,ti ot n   syaw tnereffid  

c txeN K hparg etelpmoc eht redisno n  hcus sa dna ,tnecajda era secitrev owt yreve ,hparg siht nI .

 sroloc tnereffid fo rebmun eht fI .hparg eht fo gniroloc reporp a rof sroloc n tsael ta eb tsum ereht

K gniroloc ylreporp fo syaw fo rebmun eht neht ,λ si elbaliava n  si  

)i(    ,n < λ fi oreZ  

)ii(   ,n = λ  fi enO  

)iii(    .n> λ fi 1 naht retaerG  
 

v teL 1 v , 2 v , 3 K fo secitrev eht eb nv.… n   .n > λ  esoppus dna  

K fo gniroloc reporp a roF n v xetrev eht , 1 v xetrev eht ,sroloc λ eht fo yna dengissa eb nac 2  nac

iniamer eht fo yna dengissa eb  λ   gn - v xetrev eht ,sroloc 1 3  λ    gniniamer eht fo yna dengissa eb nac -  2
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 λ    eht fo yna dengissa eb nac nv xetrev eht yllanif dna sroloc - K ,suhT  .sroloc 1+n n  ylrepforp eb nac

 λ( λ ni deroloc -  λ ()1 -  λ( ... )2 –  .n> λ  fi syaw tnereffid )1+n  

ltsaL L hparg eht redisnoc ,y n v secitrev n fo gnitsisnoc htap a si hcihw 1 v , 2 v , 3 v.… n  nwohs

:woleb  

 

 

 

 

 

 

 sroloc 2 htiw deroloc ylreporp eb nac tub ,roloc eno htiw deroloc ylreporp eb tonnac hparg sihT

– v ot roloc eno gningissa yb 1 v , 3 v , 5 oc rehtona dna   ..…… v ot rol 2 v , 4 v , 6  2 ≥ λ era ereht esoppuS .…

v xetrev eht ,hparg eht fo gniroloc reporp a rof ,nehT  .elbaliava sroloc fo rebmun 1  yna dengissa eb nac

λ fo eno yna dengissa eb nac secitrev gniniamer eht fo hcae dna sroloc λ eht fo eno -   .sroloc 1  

itanretla taht dnim ni raeB( L hparg eht ,suhT  .)roloc emas eht evah nac secitrev ev n  eb nac

λ(λ ni deroloc ylreporp - )1 n-1 .syaw tnereffid  

 detoned si sroloc fo rebmun λ htiw G hparg a gniroloc ylreporp fo syaw tnereffid fo rebmun ehT

 evoba eht ni nees si tahw morf ,suhT  .)λ ,G(P yb taht eton ew ,selpmaxe etartsulli eerht  

)i(  N(P n λ = )λ , n, 

)ii(  K(P n ,n < λ fi 0 = )λ ,  

 K(P n dna ,n = λ fi 1 = )n ,  

    K(P n  λ( λ = )λ , -  λ ()1 -  λ( ... )2 – , n > λ fi )1+n  

L(P )iii( n  λ( λ = )λ , - )1 n-  1 , 2  ≥ λ fi  

  ,sesac evoba eht fo hcae ni taht evresbo eW    ew ,sesac eseht yb detavitoM  .lanimonylop a si )λ ,G(P

 eht dellac si laimonylop sihT  .G hparg detcennoc lla rof laimonylop si )λ ,G(P taht ekat  citamorhC

.laimonyloP  

G ,strap n fo pu edam si G hparg a fi taht swollof tI 1 G, 2 G.… n  nevig si  )λ ,G(P neht , gniwollof eht yb  

:ELUR TCUDORP  

G( P = )λ ,G( P 1 G( P .)λ , 2 G( P .………)λ , n )λ ,  

G strap owt fo pu edam si G fI ,ralucitrap nI   1 G  dna 2 G( P= )λ ,G(P evah ew neht , 1  .)λ ,  

    )λ ,2G( P  taht os  

44.2 erugiF

v1

v2 v3 v4

Vn-1

vn
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a c 

b d 

e 

G a c 

b d 
d 

 54.2 erugiF  

Ge Ge` )b=a (  

                  G( P 2 G( P / )λ ,G( P = )λ , 1 )λ ,  

 

 NOITISOPMOCED :MEROEHT  

G teL  .G fo egde na eb }b,a{ = e dna hparg a eb G teL e  G = –  si hcihw G fo hpargbus taht eb e

 hparg wen a tcurtsnoc ew esoppuS  .*b dna a secitrev gniteled tuohtiw G morf e gniteled yb deniatbo

Ge citrev eht )gnigrem / gniyfitnedi( gnicselaoc yb ’ G ni b dna a se e G nehT  . e G fo hpargbus si ’ e  llew sa

.G sa  

G gniniatbo fo ssecorp ehT e G dna e .54.2 erugiF ni detartsulli si G morf ’  

 

 

 

 

 

 na nevig slaimonylop citamorhc rof meroeht noitisopmoceD eht dellac meroeht gniwollof ehT

G( P fo smret ni )λ ,G( P rof noisserpxe e G( P dna )λ , e .G hparg detcennoc a rof )λ ,’  

:1 meroehT  

neht ,G fo egde na si }b,a{ = e dna hparg detcennoc a si G fI  

                G( P e G( P + )λ ,G( P = )λ , e  )λ ,’  

  :foorP G fo gniroloc reporp a nI e citrev eht ,  nI  .sroloc tnereffid ro roloc emas eht evah nac b dna a se

G fo gniroloc reporp yreve ni dna sroloc tnereffid evah b dna a secitrev eht ,G fo gniroloc reporp yreve e  ’

G fo sgniroloc reporp fo rebmun eht ,eroferehT  .roloc emas eht evah secitrev eseht e t si  eht fo mus eh

G fo sgniroloc reporp fo rebmun eht dna G fo sgniroloc reporp fo rebmun e G( P      ,si tahT .’ e  ,G( P = )λ ,

G( P + )λ e )λ ,’  

.mroeht eht fo foorp eht setelpmoc sihT  

 

MEROEHT NOITACILPITLUM  

.shparg fo ssalc laiceps a rof )λ ,G(P rof noisserpxe na sevig meroeht gniwollof ehT  

2 meroehT G shparg bus sah G hparg a fI   : 1 G dna 2 G taht hcus 1 GU 2 G dna G = 1∩G2 K = n  emos rof

neht ,n regtni evitsisop  

G( P = )λ ,G( P 1 G( P . )λ , 2 λ / )λ , )n(  

λ erehW  )n(  λ( λ  = -  λ ()1 -  λ( ... )2 –  )1+n  
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 λ( λ = )n(λ era ereht ,sroloc tnereffid fo rebmun n > λ neviG -  λ( )1 -  λ ( )1 -  λ( .....… )2 –  fo rebmun )1+n

K fo sgniroloc reporp n.   K fo sgniroloc reporp )n(λ eseht fo hcae roF n  P sdleiy elur tcudorp eht ,

G( 1 λ/)λ,  )n( G fo secitrev gniniamer eht gniroloc ylreporp fo syaw   .1 G( P era ereht ,ylralimiS 2 λ/)λ ,  )n(  syaw

 hcus sA .G fo secitrev gniniamer eht gniroloc ylreporp fo  

(P = )λ ,G(P Kn G(P . )λ , 1 λ / )λ , .)n( G(P 2 λ / )λ , )n(  

     λ =  )n( G( P . 1 λ / )λ ,   )n( G( P . 2 λ / )λ , )n(  

     G( P = 1 G( P .  )λ , 2 λ / )λ , )n(  

.meroeht eht fo foorp eht setelpmoc sihT  

:1 elpmaxE   si tahW  .64.2 erugiF ni nwohs hparg eht rof laimonylop citamorhc eht dniF   citamorhc sti

? rebmun  

 

L yleman ,5 = n htgnel fo htap a si G hparg nevig eht taht evresbo eW 5  citamorhc sti ,eroferehT  .

 si laimonylop  

                λ(λ = )λ ,G( P - )1 n-1   λ(λ = - )1 4 

ceB(  .2=)G(χ si hparg eht fo rebmun citamorhc eht taht eton ew ,txeN  eb tonnac hparg esht ,esua

 eht ot sroloc owt gningissa yb sroloc 2 htiw deroloc ylreporp eb nac tub roloc eno htiw deroloc ylreporp

.)secitrev evitanretla  

 :2 elpmaxE  

K hparg eht rof laimonylop citamorhc eht dna rebmun citamorhc eht dniF ,1 n . 

 taht eton eW K n,1    eno ylno sah tes xetrev eht fo etitrapib eno nierehw hparg etitrapib etelpmoc eht si

v yas ,secitrev n sah etitrapib rehto eht dna ,v yas ,xetrev 1 v, 2 v.………, n  hparg siht fo gniroloc reporp A  .

htiw enod eb nac tub dna roloc eno tsuj htiw enod eb tonnac   sroloc owt –  dna v ot roloc eno gningissa yb

v fo lla ot roloc rehtona 1 v, 2 v………, n .2 si hparg siht fo rebmun citamorhc eht ,suhT  .  

 secitrev eht fo hcae dna syaw λ ni deroloc eb nac v xetrev eht neht ,elbaliava era sroloc λ fI

v1 v, 2 v…… n λ ni deroloc eb nac -  hparg eht gniroloc ylreporp fo syaw fo rebmun eht ,eroferehT  .syaw 1

λ(λ si - )1 n .hparg eht rof laimonylop citamorhc eht si sihT .  

 :3 elpmaxE  

 )a( K hparg eht redisnoc  3,2  ot elbaliava sroloc fo rebmun  eht etoned λ teL  .74.2 erugiF ni nwohs

 roloc ylreporp :dniF  .hparg siht fo secitrev eht  

.emas eht deroloc b ,a secitrev evah hparg eht fo sgniroloc reporp ynam woh  )i(  

.sroloc tnereffid htiw deroloc b,a secitrev evah hparg eht fo sgniroloc reporp ynam woh )ii(  

64.2 erugiF
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.hparg eht fo laimonylop citamorhc ehT )iii(  

b(  ) K hparg eht roF  n,2 ?laimonylop citamorhc eht si tahw  

 

 

 

 

 

 xetrev eht gniroloc rof seciohc λ era ereht neht ,roloc emas eht evah ot era b dna a secitrev eht fI )i( :)a(

λ era ereht ,yltneuqesnoC .)asrev eciv ro( b xetrev eht rof eciohc eno ylno dna a –  rof seciohc 1

p fo rebmun eht ,ecneH .z,y,x secitrev eht fo hcae λ( λ si )esac siht ni( sgniroloc repor - )1 3 

 eht gniroloc rof seciohc λ era ereht neht ,sroloc tnereffid evah ot era b dna a secitrev eht fI )ii(

λ dna a xetrev - λ era ereht ,yltneuqesnoC  .)asrev eciv ro( b xetrev eht rof seciohc 1 –  rof seciohc 2

 eht fo hcae λ( λ si )esac siht ni( sgniroloc reporp fo rebmun eht ecneH .z,y,x secitrev - λ( )1 - )2 3. 

 era sroloc tnereffid ro roloc emas eht evah b dna a secitrev eht fo sesac owt eht ecniS )iii(

si hparg eht fo laimonylop citamorhc eht ,evisulcxe yllautum dna evitsuahxe  

K(P 3,2 λ( λ = )λ , - )1 3 λ(λ + - λ( )1 - )2 3. 

 :)b( V teL  1 V dna }b,a{ =  2 x{ = 1 x, 2 x, 3 x………,  }n K fo setitrapib owt eht eb n,2  ot era b dna a fi ,nehT  .

K fo sgniroloc reporp fo rebmun eht ,roloc emas eht evah n,2  λ( λ si - )1 n  a fI ,evoba )i( esac ni sa

ah ot era b dna λ(λ si sgniroloc reporp fo rebmun eht ,sroloc tnereffid ev - λ()1 - )2 n  ,  

K rof laimonylop citamorhc eht ,yltneuqesnoC  .evoba )ii( esac ni sa  n,2 si  

 

K(P n,2 λ( λ = )λ , - )1 n λ(λ + - λ( )1 - )2 n . 

 

:4 elpmaxE   C elcyc eht rof laimonylop citamorhc eht dniF 4  htgnel fo .4  

 

 

 

 

 

 

 

a
x

y

b
z

 74.2 erugiF

v1

v4

v2

v3

84.2 erugiF
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C yleman ,4 htgnel fo elcyc A 4  etoned dna G sa ti etangiseder su teL  .84.2 erugiF ni nwohs si ,

v{ egde eht 2 v, 3 G hparg eht nehT  .e sa } e G dna e ..woleb nwohs sa eb dluow ’  

 

 

 

 

 

G hparg eht taht eton eW e (P ,eroferehT  .secitrev 4 htiw htap a si Ge λ( λ = )λ , - )1 3    eht ,oslA

G hparg e K hparg eht si ’ 3 G(P eroferehT  . e λ(λ= )λ ,’ - λ()1 -  noitisopmoced eht gnisu ,ylgnidroccA)2

taht dnif ew ,meroeht  

C(P 4 G(P = )λ,G(P = )λ , e  )λ , - G(P e )λ ,’  

       λ( λ = - )1 3 - λ( λ - λ( )1 - )2   

       λ = 4 – λ 4 3 λ 6 + 2 - . λ 3  

T .elcyc nevig eht rof laimonylop citamorhc eht si sih  

:5 elpmaxE    ni ,elbaliava era sroloc 5 fI  .woleb nwohs hparg eht rof laimonylop citamorhc eht dniF

.?deroloc ylreporp eb hparg siht fo secitrev eht nac syaw ynam woh  

 

 

 

 

 

 hparg nevig eht etoned su teL v{ egde eht dna G yb 1 v, 2 G hparg eht nehT  .e yb } e G dna e  sa eb dluow ’

.15.2 erugiF ni nwohs  

 

 

 

 

 

 

G hparg eht etangiseder su teL e v{ egde eht etoned dna H sa 1 v, 5 H hparg eht nehT  .f sa } f H dna f  ‘

:woleb nwohs sa raeppa dluow  

v1

v4

v2

v3Ge

v1

v4

v  2 v=( 3)

Ge’

94.2 .giF

v5

v4

v2

v3

v1

Ge

v5

v4

v2 v= 1

v3Ge’
15.2 erugiF

v 5 

v 4 

v 2 

v 3 

v 1 

05.2 erugiF  
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sopmoced eht gniylppA taht eton ew H dna G shparg eht ot meroeht noiti  

G(P =  )λ ,G(P e  )λ, - G(P e )λ ,’  

       )λ,H(P = - G(P e )λ ,’  

      H(P { = f  )λ, - H(P f  })λ ,’ - G(P e  )λ ,’ -------------  )1(  

 H dna ’eG shparg eht fo htob taht evresbo eW f K hparg eht era ’ 4 H hparg eht dna f  a si

d N gnivah hparg detcennoce 1  ) - v xetrev elgnis eht fo gnitsisnoc 1 redro fo hparg llun 1 K dna ) 4  sa

,ylgnidroccA  .stnenopmoc  

G(P e H(P = )λ ,’ f K(P = )λ ‘ 4 λ(λ  = )λ , - λ( )1 - λ( )2 - )3  

  dnA   H(P  f N(P = )λ , 1 K(P . )λ , 4 )λ ,  

          λ( λ .λ  = - λ( )1 - λ( )2 - .)3  

C sevig )i( noisserpxe ,yltneuqesno  

λ( λ .λ  = )λ ,G(P - λ( )1 - λ( )2 -  )3 - λ(λ 2 - λ( )1 - λ( )2 - )3  

 λ( λ = - λ( )1 - λ( )2 - λ( )3 - )2  

 λ( λ = - λ( )1 - )2 2 λ( - .)3  

.hparg nevig eht rof laimonylop citamorhc eht si sihT  

sevig laimonylop siht ,5 = λ roF  

3 x 4 x 5 = )λ ,G(P 2 2 x .063=  

 063 ni deroloc ylreporp eb nac hparg eht fo secitrev eht ,elbaliava era sroloc 5 fi taht snaem sihT

.syaw tnereffid  

6 elpmaxE .)05.2( erugiF ni nwohs hparg eht rof )λ ,G(P dnif ot meroeht  noitacilpitlum eht  esU :  

er eb nac 05.2 erugif ni G hparg ehT G shparg eht fo noinu eht sa dedrag 1 G dna 2  ni nwohs

. )b(35.2 dna )a( 35.2 serugif  

 

 

v 5 

v 4 

v 2 

v 3 
Hf 

v 4 

v 2 

v 3 
H f 

v 5 v=(  1 ) 

25.2 erugiF  

v 1 



scirotanibmoC dna yroehT hparG   24SC01  
 

 fo tpeD C TIBJS ,ES   66  
 

v1 

v2 

v5 

v4 v3 

45.2 erugiF  

 

 

 

35.2.giF  

 

G nehT 1 G ∩  2  v{ = ,5 v2 .)c( 35.2 erugiF ni nwohS}  

G taht eton EW 1 K sa emas eht si 3 G, 2 K sa emas eht si 4 G dna 1 G∩ 2 K sa emas eht si 2  ,ecneH .

lpitlum eht gnisu teg ew ,)2 meroehT( meroeht noitaci  

G( P = )λ ,G( P 1 G( P . )λ , 2 λ / )λ , )2( . 

             K( P = 3 K( P . )λ , 4 λ / )λ , )2(  

      λ( λ = - λ( )1 - λ(λ . )2 - λ( )1 - λ( )2 - λ( λ / )3 - )1  

             λ( λ = - λ( )1 - )2 2 λ( - )3  

T( .G evig eht rof laimonylop citamorhc eht sA )5 elpmaxe ni devorp tluser eht htiw seerga tluser sih  

7 elpmaxE :woleb nwohs hparg eht rof laimonylop citamorhc eht dniF  :  

 

 

 

 

v{ egde eht dna G yb hparg nevig eht etoned su teL 1 v, 5 G hparg eht nehT  .e sa } e G dna e  dluow ’

.woleb nwohs sa eb  

 

 

 

 

r su teL G etangisede  e v{ egde eht etoned dna H sa 5 v, 2 H shparg eht nehT  .f yb }  f H dna ’f  sa era

.woleb nwohs  

 

 

 

v1 v2

v5

v4 v3Hf

v1 v2 v=( 5)

v4 v3Hf’

65.2 erugiF

v4

v2

v3

G:)b( 2

v5

v5
v2

v1

G:)a( 1

v5 v2
G:)c(  1 n G2

v 2 

v 5 
v 4 v 3 

55.2 erugiF  
G e 

v 2 v 5 v=(  1 ) 

v 4 v 3 G e ’ 

v 1 
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H taht eton ew ,woN f v selcyc eht fo noinu eht si ’ 1v4v2v1 v dna 2v3v4v2  emas eht si hcihw fo hcae

K sa 3 eht si selcyc eseht fo noitcesretni eht taht dna ,  v{ egde 4 v, 2 K sa emas eht si hcihw } 2  yb ,eroferehT .

evah ew ,meroeht noitacilpitlum eht  

     H(P f K(P=)λ,’ 3 K(P.)λ , 3 λ/)λ, )2(  )i( __________  

,ylralimiS  

    G(P e K(P=)λ,’ 3 K(P.)λ, 3 λ/)λ,   )2( )ii( __________  

v selcyc eht fo noinu eht si fH taht eton ew ,txeN 1v2v3v4v1 v dna 5v3v4v5  eseht fo noitcesretni eht taht dna

v{ egde eht si selcyc 4 v, 3 C si selcyc eseht fo tsrif ehT  .} 4 K si elcyc dnoces eht , 3 v{ egde eht dna 4 v, 3  si }

K2 evah ew ,meroeht noitacilpitlum eht yb ,eroferehT  .  

       H(P f C(P=)λ, 4 K(P.)λ, 3 λ/)λ,     )2(  )iii( _________  

 H taht tcaf eht dna meroeht noitisopmoced eht gnisu yb ,woN G≡ e .teg ew ,  

G( P = )λ ,G( P e  )λ , - G(P e )λ ,’  

     )λ ,H( P = - )λ ,’eG(P  

    H( P = f  )λ , - H(P f  )λ ,’ - G(P e )λ ,’  

    λ/1= )2( C(P{ 4 K(P.)λ, 3 )λ, - K(P2 3 K(P)λ, 3    ,})λ,  

                                                        )i( gnisu –  )iii(  

    K(P = 3 λ /)λ, )2(  C(P { 4  )λ, - K(P2 3 })λ,  

K(P rof snoisserpxe eht dna 4 elpmaxE fo tluser eht gnisU 3 λ & )λ, )2(  semoceb siht  

)λ,G(P  = λ(λ - λ()1 - λ(λ/)2 - λ(λ{λ{)1 - )1 3- λ( - λ()1 - })2 - λ(λ2 - λ()1 - })2  

  λ( λ = - )1  λ( - λ( { )2 - )1 2 - λ(3 - })2  

  λ( λ = - λ( )1 - λ( )2 2 - .)7+λ5  

:8 elpmaxE   b,a htiw hparg a eb )E,V(G = G teL  e = }b,a{ tub V €  eG teL .E +  hparg eht etoned

eG dna G otni e gnidulcni yb deniatbo  ++  secitrev eht )gnigrem( gnicselaoc yb deniatbo hparg eht etoned

 a taht evorP  .b dna  

eG( P =)λ ,G(P + eG( P + )λ ,  ,++ )λ  

.75.2 erugif ni nwohs hparg eht rof laimonylop citamorhc eht dnif ecneH  

 

 

 

 

 

v1

v4

v2

v3

75.2 erugiF
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eG etangiseder su teL  + eG fo snoitinifed eht morf ,nehT .H sa  + eG dna  ,++ H taht dnif ew e  dna G =

He eG = ’   .++  gniylppa ,woN teg ew ,H ot meroeht noitisopmoced eht  

H(P e H( P + )λ ,H(P =)λ , e )λ ,’  

 sa emas eht si sihT  

G( P =)λ ,G(P e
+ G( P + )λ , e

++ )λ ,  

.tluser deriuqer eht si hcihW  

V{ = e fi , 75.2 erugif ni nwohs G hparg eht roF 2 V4 eG shparg eht ,} + eG dna  ++ :woleb nwohs sa era  

 

 

 

 

 

eG taht eton eW  + K si 4 eG dna ++  K si 3 ,eroferehT   ,  

       eG(P ,+  K( P =)λ 4 λ( λ = )λ , - λ( )1 - λ( )2 -   )3  

eG(P dna ++ K( P =)λ , 3 λ( λ = )λ , - λ( )1 -  )2  

 

si hparg nevig eht rof laimonylop citamorhc eht ,ylgnidroccA  

eG( P =)λ ,G(P + eG( P + )λ ,  ,++ )λ  

 λ( λ = -1 λ( ) - λ( )2 - λ( λ +  )3 - λ( )1 - )2  

 λ( λ = - λ( )1 - )2  2 . 

:9 elpmaxE  :gniwollof eht evorP  

 ,G(P ni mret tnatsnoc eht ,G hparg yna rof )a( λ .orez si )  

 htiw )E,V(G = G hparg yna roF )b( \E\  ,G(P ni stneiciffeoc eht fo mus eht  ,1 ≥ λ .orez si )  

 :noituloS  

 ,G(P teL λ) a = 0 a+  1 λ a + 2 λ2 a +…+ r λ .r   nehT  

a =)0,G(P 0 a =)1,G(P & 0 a+ 1 a + 2 a +……+ r.  

 fo rebmun orez htiw G gniroloc ylreporp fo syaw fo rebmun eht stneserper )0,G(P ,G hparg yna roF)a(

G(P taht swollof ti ,dnah no roloc on htiw deroloc eb tonnac hparg a ecniS  .sroloc  = 0a si taht :0 = )0,

.0  

v 4 

v 2 

v 3 
G e + 

v 1 

v 4 = ‘ v 2 
v 3 

G e + 

v 1 

85.2 erugiF  
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 sah G fI  .roloc 1 htiw G gniroloc ylreporp fo syaw fo rebmun eht stneserper )1,G(P ,G hparg yna roF )b(

 htiw )E,V((G = G rof ,taht snaem sihT  .roloc 1 htiw deroloc ylreporp eb tonnac G ,egde eno tsael ta

\E\ evah ew ,1 ≥  

 =)1,G(P a ,si taht ,0 0 a+ 1 a + 2 a +…………+ r .0 =  

sesicrexE  

.:woleb nwohs shparg eht rof slaimonylop citamorhc eht enimreteD  .10  

 

 

 

 

 

 .1 snA λ (λ- )1 2(λ- . )2  

 .2 snA λ (λ- )1 2 (λ- )2 2 . 

 .3 snA λ (λ- ( )1 λ- ( )2 λ2 -  2 λ . )2+  

 .4 snA λ (λ- ( )1 λ- )2 3  

 .5 snA λ (λ- ( )1 λ-  2( )2 λ- )5 . 

 .6 snA λ (λ- )1 2 (λ- )2  2 . 

 

.20   erugiF ni hparg hcae fo secitrev eht nac syaw tnereffid ynam woh ni ,elbaliava era sroloc 4 fI

?deroloc ylreporp eb 95.2  

27 )v(  69 )vi(  042 )iii(  441 )ii( 27 )i( :snA   441 )iv(   

 

n roF  .30 G teL,3 ≥  n deniatbo hparg eht eb  K morf egde eno gniteled yb n G(P enimreteD  . n  , λ G(χ dna ) n .)  

C fI  .40 n n htgnel fo elcyc a setoned C(P taht evorp ,3 ≥ n  , λ ( = ) λ- )1 n (+ - (n)1 λ- )1  

C fI  .50 n  n htgnel fo elcyc a setoned  ,nC(P taht evorp , 4 ≥ λ nC(P + ) -  ,1 λ  = ) λ(λ- )1 n-1 

 
 
 
 
 
 
 
 

)i( )ii( )iii( )vi( )v( )iv(

95.2 erugiF
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        TINU 3 

SEERT  
 

shparG  
•  .segde fo E tes dna secitrev fo V tes :stes owt fo stsisnoc hparG  
•  ,xetrev detalosi ,secitrev tnecajda ,segde lellarap ,segde pool ,egde eht fo stniopdne :ygolonimreT

egde egdirb ,hpargbus  
• eredro na sa egde hcae sah )hpargid( hparg detceriD secitrev fo riap d  

shparG laicepS  
• K secitrev n fo hparg etelpmoc A .segde lellarap ro pool tuohtiw hparg a si hparg elpmiS n  a si

 ,n( fo hparg etitrapib etelpmoc A .secitrev fo riap hcae neewteb egde na sah hcihw hparg elpmis
K secitrev )m m,n  rg elpmis a si v ,secitrev fo gnitsisnoc hpa 1 v , 2 v ,… , m w dna 1 w , 2 w ,… , n  htiw

:seitreporp gniwollof eht  
– v xetrev hcae morf egde na si erehT i w xetrev hcae ot  j  
– v xetrev yna morf egde on si erehT i v xetrev yna ot  j  
– w xetrev yna morf egde on si erehT i w xetrev yna ot  j  
 

eergeD fo tpecnoC ehT  
•  egde pooL .tniopdne na sa v xetrev evah taht segde fo rebmun a si )v(ged xetrev a fo eerged ehT

 eht eciwt slauqe secitrev lla fo seerged fo mus eht hparg yna nI .2 fo eerged a xetrev sevig
 hparg a fo eerged latot ehT .segde fo rebmun  fo rebmun neve era ereht hparg yna nI .neve si

eerged ddo fo secitrev  
stiucriC dna shtaP  

•  taht klaw a si htap A .segde dna secitrev tnecajda fo ecneuqes gnitanretla na si hparg a ni klaw A
on seod taht htap a si htap elpmiS .egde detaeper a niatnoc ton seod  A .xetrev detaeper a niatnoc t

 seod taht klaw desolc a si tiucric A .xetrev emas eht ta sdne dna strats taht klaw a si klaw desolc
 xetrev detaeper a evah ton seod hcihw tiucric a si tiucric elpmis A .egde detaeper a niatnoc ton

sal dna tsrif eht rof tpecxe t 
 

ssendetcennoC  
•  si hparg ehT .meht fo owt neewteb klaw a si ereht nehw detcennoc era hparg a fo secitrev owT

 owt yna neht ,detcennoc si hparg fI .detcennoc si secitrev sti fo riap yna nehw detcennoc dellac
wt fI .htap elpmis a yb detcennoc eb nac secitrev  si egde eno dna tiucric a fo trap era secitrev o

 si H hparG .secitrev owt eseht neewteb htap a stsixe llits ereht neht tiucric eht morf devomer
 si H dna detcennoc si H ,G fo hpargbus a si H nehw G hparg fo tnenopmoc detcennoc a dellac

yna fo hpargbus a ton  stnenopmoc detcennoc fo noinu a si hparg ynA .hparg detcennoc reggib  
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tiucriC reluE  
•  si egde yrevE .hparg a fo egde yreve dna xetrev yreve sniatnoc taht tiucric a si tiucric reluE

sah xetrev yreve neht tiucric reluE sah hparg a fI .ecno yltcaxe desrevart   emos fI .eerged neve
 fo xetrev yreve fI .tiucric reluE na evah ton seod hparg eht neht eerged ddo sah hparg a fo xetrev
 reluE A .tiucric reluE na sah hparg eht neht detcennoc si hparg eht dna eerged neve sah hparg a

aht secitrev owt neewteb htap a si htap  .seno yltcaxe egde lla secrevart dna secitrev lla sniatnoc t
 dna seerged ddo evah w dna v secitrev ffi w dna v secitrev owt neewteb htap reluE na si erehT

seerged neve evah secitrev rehto lla  
tiucriC nainotlimaH  

taht tiucric elpmis a si tiucric nainotlimaH   yltcaxe hcae dna( hparg eht fo secitrev lla sniatnoc
melborp nosrepselas gnilevarT :elpmaxE .)ecno  

seerT  
•  evah ton seod ti nehw tserof a dellac si hparG .eert a dellac si stiucric tuohtiw hparg detcennoC

 lanimret a dellac si 1 eerged fo xetrev A .stiucric  dellac era secitrev rehto eht ,fael a ro xetrev
.eert noitavired citcatnyS ,eert noisiceD :selpmaxE .sedon lanretni  

•  secitrev n htiw eert ynA .1 eerged fo xetrev eno tsael ta sah xetrev eno naht erom htiw eert ynA
 n sah –  htiw hparg detcennoc a fI .segde 1  n sah secitrev n – eert a si ti neht ,segde 1  

 
seerT detooR  

•  si xetrev a fo leveL .toor a dellac dna dehsiugnitsid si xetrev eno hcihw ni eert a si eert detooR
 mumixam eht si eert detoor a fo thgieh ehT .toor eht dna xetrev eht neewteb segde fo rebmun eht

l  tnadnecsed ,rotsecnA .eert detoor a ni secitrev tnerap dna sgnilbis ,nerdlihC .xetrev yna fo leve
secitrev neewteb pihsnoitaler  

seerT yraniB  
•  .thgir dna tfel :nerdlihc owt tsom ta sah xetrev lanretni hcae erehw eert detoor a si eert yraniB

us thgir dna tfeL  .seertb  
• snoisserpxe ciarbegla fo noitatneserpeR :eert yranib lluF  
•  fo 1 + k dna secitrev 1 + k2 fo latot a sah T neht secitrev lanretni k htiw eert yranib lluf a si T fI

ni gniwollof eht seifsitas h thgieh dna sevael t htiw eert yranib ynA .sevael era meht  t :ytilauqe  
2  h  

seerT gninnapS  
•  fo secitrev lla sniatnoc dna eert a si T nehw eert gninnaps a dellac si G hparg a fo T hpargbus A

 fo rebmun emas eht evah seert gninnaps owt ynA .eert gninnaps a sah hparg detcennoc yrevE .G
arg a si hparg dethgiew A .segde  A .thgiew rebmun laer detaicossa na sah egde hcae hcihw ni hp

 .segde sti fo thgiew latot tsael eht htiw eert gninnaps a si )TSM( eert gninnaps laminim  
 snoitacilppA & noitinifeD :seerT  

 A eert   A .selcyc on htiw hparg detcennoc a si tserof   esohw hparg a si  nA .seert era stnenopmoc
 ,seert ylimaf ,stekcarb tnemanruot :stxetnoc ynam ni pu emoc seerT .woleb sraeppa elpmaxe

 .selpmaxe wef a gnieb ,seert noisiced dna ,strahc lanoitazinagro  
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 seerT detceriD  

 A eert detcerid   a si hparg gniylrednu esohw hpargid a si  fo sriap on dna spool on sah hcihw dna eert
 eert detcerid a terpretni ew fi taht naem snoitidnoc owt tsal esehT .snoitcerid htob ni denioj secitrev

 .elpmaxe na si ereH .cirtemmysa dna evixelferri si ti ,noitaler a sa  

 
v etinif htiw )E,V(T eert A :meroehT  a( sevael owt tsael ta sah egde eno tsael ta dna tes xetre fael   a si

 :foorP .)eno eerged htiw xetrev  eht ot a morf evoM .egde emos fo tniopdne eht si taht a xetrev a xiF
ed sah ti neht secitrev tnecajda on sah xetrev taht fI .egde eht gnola xetrev tnecajda  .pots os ,eno eerg

 uoy litnu noihsaf siht ni htap a gnidliub eunitnoC .xetrev rehtona ot egde rehtona gnola evom ,ton fI
 neppah ot erus si sihT .morf emac tsuj uoy eno eht sediseb secitrev tnecajda on htiw xetrev a hcaer

u reven uoy dna etinif si V esuaceb  sihT .)eert a si T ecnis( htap eht ni eciwt xetrev emas eht es
 tnereffid a gnola evom ,ton fI .enod era uoy neht ,fael a si ti fI .a ot nruter woN .fael eno secudorp

u noitcerid taht ni htap eht gnidnetxe eunitnoC .evoba pets tsrif eht ta eno eht naht egde  hcaer uoy litn
 .)evoba tnemugra eht yb neppah ot erus si hcihw( fael a  

 
 secitreV lanretnI & sevaeL :seerT  

 a sah egde na htiw eert etinif yreve wonk won eW .sevael era secitrev der eht eert gniwollof eht nI
 era secitrev rehto ehT .sevael owt tsael anretni secitrev l . 

 
 
•  .b ot a morf htap elpmis euqinu a si ereht ,)E,V(T eert a ni b dna a secitrev neviG :meroehT

 elpmaxe ecin a sevig koob ehT .b ot a morf htap elpmis a si ereht os ,detcennoc era seerT :foorP
ht fo tser eht evorp ot evitisopartnoc eht gnisu fo  .meroeht e  

•  elpmis euqinu a yb denioj si secitrev fo riap yreve taht hcus )E,V(G hparg a neviG :meroehT
 snioj htap elpmis a ecniS :foorP .73.6 meroehT fo esrevnoc eht si sihT .eert a si G neht ,htap

esoppus woN .detcennoc si hparg eht ,stniop fo riap yreve   dna ab nehT .a…cba elcyc a sah G
 G os ,shtap elpmis fo sseneuqinu stcidartnoc sihT .a ot b morf shtap elpmis tcnitsid era a…cb

 .eert a G sekam sihT .elcyc a hcus ssessop tonnac  
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 seerT detooR  
na eert a fo xetrev eno hsiugnitsid ot lufesu si ti semitemoS  eht ti llac d toor   ecnatsni roF .eert eht fo

 taht nI .toor sti eb ot xetrev der eht eralced dna evoba eert eht ekat ,snosaer revetahw rof ,thgim ew
 ti taht os erutcip siht trevni ro( toor eht morf ”nwod gnah“ lla ti tel ot eert eht warder netfo ew esac

lla   )retteb rohpatem eht stius hcihw ,toor eht morf ”pu sworg“  

 
 

 seerT detceriD detooR  
T eert detcerid detoor a otni eert detoor a nrut ot lufesu semitemos si tI  egde yreve gnitcerid yb ′

 .toor eht morf yawa  

 
detcerid detoor devired rieht dna seert detooR   si hcihw fo hcum ,ygolonimret lufesu emos evah seert

 ehT .seert ylimaf yb detseggus level   ehT .toor eht ot ti morf htap eht fo htgnel eht si xetrev a fo
thgieh  e detcerid a si ereht fI .toor eht ot fael a morf htap tsegnol eht fo htgnel eht si eert eht fo  ni egd

T  eht si a neht ,b ot a morf ′ tnerap   a si b dna b fo dlihc  T ni segde detcerid era ereht fI .a fo  ot a morf ′
 era c dna b neht ,c dna b sgnilbis  na si a neht ,b ot a morf htap detcerid a si ereht fI . rotsecna   dna b fo

 a si b tnadnecsed   .a fo  
 

yraniB  m & - seerT yra  
 sa eert detcerid a ebircsed eW yranib   a llac ot nommoc erom si tI .2 revo eergedtuo sah xetrev on fi

 eert yranib  m si eert a lareneg nI( .3 revo eerged sah xetrev on fi -  revo eerged sah xetrev on fi yra
m eert detcerid a sllac koob ruO .1+m -a  detoor detcerid ehT ).m revo eergedtuo sah xetrev on fi yr

4 si evoba eert -  detoor a nI .4 eergedtuo htiw xetrev a sah ti ecnis )yranretauq si drow eht kniht I( yra
 eht sa xetrev dlihc hcae ebircsed nac eno )pu gniworg ro nwod gnignah( eert yranib lihc tfel d  ro  thgir

dlihc   .tnerap sti fo  
 

 eerT a ni segdE :seerT  
n sah secitrev n no eert A :meroehT –  .detoor ti ekaM .secitrev n htiw eert a eb T teL :foorP .segde 1

tnerap a sehsilbatse egde yreve nehT -  sah dlihc yrevE .secitrev owt neewteb pihsnoitaler dlihc
axe  egde eno yltcaxe si ereht eroferehT .dlihc a si toor eht tpecxe xetrev yreve dna ,tnerap eno yltc

n era ereht snaem sihT .eno tub xetrev hcae rof –  .segde 1  
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n dna secitrev n htiw hparg detcennoc a si )E,V(G fI :meroehT –  .eert a si segde 1  

 G esoppuS :foorP  nac ew nehT .elcyc a sah G esoppus dna ,meroeht eht fo tnemetats eht ni sa si
 G sekam siht fI .)yhw rof edils txen eht ees( G gnitcennocsid tuohtiw elcyc eht morf egde na evomer

de rehtona evomer nac ew os ,elcyc a llits si ereht ,ton fI .pots neht ,eert a  gnitcennocsid tuohtiw eg
n sah ti os ,secitrev n sah llits tI .eert a si hparg gniniamer eht litnu ssecorp eht eunitnoC .G –  segde 1

n dah G ecnis noitcidartnoc a si sihT .meroeht roirp a yb –  on sah G eroferehT .htiw trats ot secitrev 1
rt a suht si dna elcyc  .ee  

 
 .secitrev eb b dna a teL ?hparg eht gnitcennocsid tuohtiw elcyc a morf egde na evomer ew nac yhW(
 ot a morf htap eht neht ,elcyc eht ni segde on sevlovni htap eht fI .b ot a morf htap elpmis a si erehT

cyc eht ni segde sevlovni ti fI .degnahcnu si eb  elcyc eht ni secitrev tsal dna tsrif eht eb y dna x tel ,el
 dna x ecniS .b ot y morf htap a dna x ot a morf htap a si ereht oS .b ot a morf htap eht fo trap era taht

de na evomer ew fI .y ot x morf shtap owt elpmis tsael ta era ereht ,elcyc a fo trap era y  eht morf eg
 ).b ot a morf htap elpmis a llits si ereht suhT .sniamer llits shtap eht fo eno tsael ta ,elcyc  

 
mI p atro nt ,stpecnoC  F ro m ,salu  dna  t smeroeh  

.1  Gr  .hpa  A gr hpa  stsisnoc  fo  a tes  fo  itrev c  se  a dna  tes  fo  e segd  htiw  eht  orp p re ty taht  ae ch egde  
h sa  wt o ton(  ylirassecen  ereffid n )t  v secitre  ssa o detaic  htiw  ti  dna  dellac  sti  dne p tnio s. 

 
.2   ;egdE  A ajd c  .tne  We say na  egde  ni  a hparg   snioj  sti  dne p io n ,st  dna  we say wt o dne p io n st  era  

ajda c  tne  fi  yeht  era  denioj  by na  .egde  
 

.3    .tnedicnI  nehW  a v tre xe  si  na  dne p io n fo t  na  ,egde  we say eht  egde  dna  eht  v xetre  era  
nedicni t. 

 
.4  Dr gniwa  fo  a Gr  .hpa  To dr wa  a ,hparg  we rd aw a p io nt ni  eht  enalp  rof  ae ch v ,xetre  dna  neht  

rof  ae ch egde  we rd aw a (p ylbisso  ruc v )de  enil  betw nee  eht  p io n st  taht  serroc p dno  ot  eht  dne p io n st  
fo  eht  .egde  seniL  taht  serroc p dno  ot  segde  may ylno  uot ch eht  v secitre  taht  era  rieht  dne p io n .st  

 
.5  elpmiS  Gr  .hpa   A elpmis  gr hpa  si  eno  taht  sah  ta  tsom  eno  egde  gninioj  ae ch riap  fo  tcnitsid  

v ,secitre  dna   on segde  gninioj  a v xetre  ot  sti .fle  
 
.6  L natsiD  ,htgne c  .e  ehT  htgnel  fo  a htap  si  eht  numb re  fo  .segde  ehT  natsid c  e  betw nee  tw  o

v secitre  ni  a hparg  si  eht  htgnel  a fo  tsetrohs  htap  betw nee  .meht  
 

.7  oL  ;po  elpitluM   .segdE  nA  egde  taht  snioj  a v xetre  ot  flesti  si  dellac  a lo po  dna  we say we h va e 
m elpitlu  segde  betw nee  v secitre  x dna  y fi  ereht  si  erom  naht  eno  egde  gninioj  x dna  y. 
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.8   noitatoN   rof  a Gr   .hpa  We esu  eht  esarhp  teL“  G = (V, E ”)  sa  a dnahtrohs  rof  teL“  G 
dnats  rof  a hparg  htiw  v xetre  tes  V dna  egde  tes  E ”.  

 
.9  itatoN  no  rof   .segdE  nI  a elpmis  hparg  we esu  eht  noitaton  { ,x  y} rof  na  egde  morf  x ot  y. 

nI  any ,hparg  nehw  we wan ot t  esu  a rettel  ot  etoned  na  egde  we esu  a keerG  rettel  il ke 6 
os  taht  we nac  s va e e ot  dnats  rof  eht  numb re   fo segde  eht fo  .hparg  

 
.01  elpmoC  et  Gr hpa  no  lf  itrev c   .se  A c  etelpmo  gr hpa  no  lf  v secitre  si  a hparg  htiw  lf  v secitre  

taht   sah  na  egde  be wt nee  ae ch wt o fo  eht  v  .secitre  We esu  Km    ot  dnats  rof  a etelpmoc  hparg  
 no lf  v .secitre  

 
.11   .htaP  We llac  na  gnitanretla  ecneuqes  fo  v secitre  dna  segde  ni  a hparg  a p hta  fi  ti  strats  dna  sdne  

htiw  a v ,xetre  dna  ae ch egde  snioj  eht  v xetre  b erofe  ti  ni  eht  ecneuqes  ot  eht  v xetre  retfa  ti  ni  
eht  .ecneuqes  

 
.21  elpmiS   .htaP  A htap  si  dellac  a elpmis  p hta  fi  ti  sah  er on p detae  v secitre  ro  .segde  

 
 
1 .3  Deg er e fo  a V  .xetre  ehT  degree fo  a v xetre  ni  a hparg  si  eht  numb re  fo  semit  ti  si  edicni nt htiw  

segde  eht fo  ;hparg  taht  ,si  eht  eerged  a fo  v xetre  x si  eht  numb re   fo segde  morf  x ot   rehto v secitre  
sulp  t eciw  eht  numb re  l fo o spo  ta  v xetre  x. 

 
.41  muS  fo  Degre se  fo  V itre c .se  ehT  mus  fo  eht  seerged  fo  eht  v secitre  ni  a hparg  htiw  a etinif  

numb re   fo segde  si  t eciw  eht  numb re  .segde fo  
 

.51  nnoC e tc e  .d  A hparg  si  dellac  c nno e tc e  d  fi  ereht  si  a htap  betw nee  ae ch wt o v secitre  fo  eht  
  .hparg  We say wt o v tre seci  era  c nno e tc e  d  fi  ereht  si  a htap  betw nee   ,meht  os  a hparg  si  
detcennoc  fi  ae ch wt o fo  sti  v secitre  era  .detcennoc  ehT  pihsnoitaler  fo  b gnie  detcennoc  si  na  

iuqe v ecnela  noitaler  no  eht  v secitre  a fo  .hparg  
 

.61  nnoC e tc e  d  moC p    .tneno  fI  C si  a sbus te  fo  eht  v xetre  tes  fo  a ,hparg  we esu  E(C) ot  dnats  
rof  eht  tes  fo  lla  segde  b hto  fo  esohw  dne p io n  st  era  ni  C. ehT  hparg  gnitsisnoc  fo  na  iuqe v ecnela  

 ssalc  C fo  eht  ivitcennoc ty noitaler  htiw rehtegot  eht  segde  E(C) si  dellac  a c nno e tc e  d  
c mo p  tneno  fo  ruo  lanigiro  .hparg  

 
.71  solC ed  .htaP  A htap  taht  strats  dna  sdne  ta  eht  emas  v xetre  si  dellac  a solc ed p hta . 

 
.81   .elcyC  A desolc  htap  ta htiw  tsael  eno  egde  si  dellac  a elcyc  ,fi  tpecxe  rof  eht  tsal  v ,xetre  lla   fo

sti  v secitre  era  ereffid n .t  
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b 

.91  Tree  .  A detcennoc  hparg  htiw  selcyc on  si  dellac  a .eert  
 

.02  mI p tnatro  Prop  seitre  fo  Tre .se  
 

 )a(  erehT  si  a euqinu  htap  betw nee  ae ch wt o v secitre  ni  a .eert   )b(  A 
eert   no V v secitre  sah   V — 1 .segde  
 )c(  Ev yre  etinif  eert  htiw  ta  tsael  wt o v secitre  sah  a v xetre   fo eerged  .eno  

 
Ro  deto  t seer  
 
A or to ed t er e stsisnoc  fo  a eert  htiw   a  detceles  v ,xetre  dellac  a or to  ,  ni  eht  .eert  

d    r b 
 

c a 

c  f r 

 a e f 
 
 

i  d  e  g h  
 i
g 

h   
.1  Anc  ,rotse  seD c   .tnadne  nI  a ro deto  eert  htiw  ro to  r,  a v xetre  x si  na  na ce rots  fo  a v xetre  y, 

dna  v xetre  y si  a sed c  tnadne  fo  v xetre  x fi  x dna  y era  ereffid nt dna  x si  no  eht  euqinu  htap  morf  
eht  ro to  ot  y. 

 
.2  aP r  ,tne   .dlihC  nI  a ro deto  eert  htiw  ro to  r, v xetre  x si  a pare tn  fo  v xetre   y dna   y si  a dlihc  

fo  v xetre  x ni  fi  x si  eht  euqinu  v xetre  ecajda nt ot  y eht no  euqinu  htap  morf  r ot  y. 
 

.3  eL  fa   )lanretxE(  V  .xetre  A v xetre  htiw  on  c nerdlih  ni  a ro deto  eert  si  dellac  a le fa  v xetre  ro  na  
 lanretxe  etrev x. 

 
.4   lanretnI  V   .xetre  A v xetre  fo  a ro deto  eert  taht  si  ton  a ael f v xetre  si  dellac  na  lanretni  

v .xetre  
 

.5   yraniB  T er  .e  We isrucer v yle  ircsed be a yranib  tree sa  
 

• na  pme ty eert  a(  eert  htiw   on v ,)secitre  ro  

• a erutcurts  T gnitsisnoc  fo  a ro to  v ,xetre  a yranib  eert  dellac  eht  tfel  eertbus  fo  eht  ro to  dna  
a yranib  rt ee  dellac  eht  gir ht eertbus  fo  eht  ro .to  fI  eht  tfel  ro  gir ht eertbus  si  pmenon ty, sti  
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ro to  no ed  si  denioj  by na  egde  ot  eht  ro to  fo  T . 
 

.6  Full  yraniB  T er  .e  A yranib  eert  si  a uf l  l yranib  eert  fi  ae ch v xetre  sah  rehtie  wt o pmenon ty 
c nerdlih  ro  wt o pme ty c .nerdlih  

 
.7  eR  evisruc  noitinifeD  fo  a oR to e  d  T er  .e  ehT  isrucer ve noitinifed  fo  a ro deto  eert  setats  taht  ti  si  

rehtie  a elgnis  v ,xetre  dellac  a ro ,to  ro  a hparg  gnitsisnoc  fo  a v xetre  dellac  a ro to  dna  a tes  fo  
iojsid nt ro deto  ,seert  ae ch fo  ihw ch h sa  sti  ro to  atta c deh  by na  egde  ot  eht  lanigiro  ro .to  

 
smhtiroglA lasrevarT  

 A  mhtirogla lasrevart eert yranib deredro na fo xetrev yreve gnitisiv yllacitametsys rof erudecorp a si  
ylevisrucer denifed era slasrevart eerT •  

a slasrevart desu ylnommoc eerhT • :er  
– redroerp  
– redroni  
– redrotsop  
 

mhtiroglA lasrevarT REDROERP  
R toor htiw eert yranib deredro na eb T teL  

neht R ylno sah T fI  
lasrevart redroerp eht si R  

eslE  
R ta seertbus thgir dna tfel eht eb 2T ,1T teL  

R tisiV  
redroerp ni 1T esrevarT  

 2T esrevarT redroerp ni  
 

mhtiroglA lasrevarT REDRONI  
R toor htiw eert yranib deredro na eb T teL  

neht R ylno sah T fI  
lasrevart redroni eht si R  

eslE  
R ta seertbus thgir dna tfel eht eb 2T ,1T teL  

redroni ni 1T esrevarT  
R tisiV  

redroni ni 2T esrevarT  
 

revarT REDROTSOP mhtiroglA las  
R toor htiw eert yranib deredro na eb T teL  

neht R ylno sah T fI  
lasrevart redrotsop eht si R  
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eslE  
R ta seertbus thgir dna tfel eht eb 2T ,1T teL  

redrotsop ni 1T esrevarT  
redrotsop ni 2T esrevarT  

R tisiV  
 

 
 

gnitcurtsnoC   na  lamitpO  namffuH  Co ed  
 nA  lamitpo  namffuH   co ed  si  a namffuH  co ed  ni  ihw ch eht  va egare   htgnel  fo  eht  ys mb slo  si  

inim m  .mu  In reneg al na  lamitpo  namffuH  co ed  nac  be edam  sa  llof o .sw   tsriF  we il st eht  
seicneuqerf  fo  lla  eht  co sed  dna  rep ser en  t  eht  ys mb slo  sa  v  secitre  ihw( c  h   ta  eht   dne   lliw  be 

el va se  fo  a .)eert  nehT  we ecalper  eht  two tsellams  seicneuqerf  f  1  dna  f  2  htiw  rieht  mus  f1 + 
f2,  dna  nioj   eht  serroc p  gnidno  two ys mb slo  ot  a mmoc on v a xetre b vo e  meht  by two ,segde  eno  
al b dele  0  dna   eht   rehto  eno  al b dele   .1 nahT  mmoc on v xetre  lp a sy  eht  elor  fo  a wen  ys mb lo  htiw  a 

ycneuqerf  lauqe  ot  f1 + f2.  nehT  we er p tae  eht  emas  op itare on htiw  eht  gnitluser  rohs t  re  tsil  fo  
seicneuqerf  un lit   eht  tsil  si   decuder  ot  eno  emele nt dna  eht   deniatbo  hparg  b semoce  a .eert  

 
 hparG a fo seerT gninnapS  

 a si T neht ,eert a si dna G fo hpargbus a si )F,V(T dna hparg a si )E,V(G fI eert gninnaps   tahT .G fo
 eht gnisU .G ni dnuof eb ot segde ylno sah dna G fo xetrev yreve sedulcni taht eert a si T ,si

garap suoiverp eht ni erudecorp  nac ew ,)sniamer eert a ylno litnu selcyc morf segde evomer( hpar
 .eert gninnaps a sah hparg detcennoc yreve taht evorp ylisae  

 
 

c 
 

b h 
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d 
 
 

g  i a e  f 

 
FI ERUG     :    gninnapS t .eer  

 
 

Ev yre   detcennoc  hparg  sah  a  gninnaps  eert  ihw ch nac  be tbo a  deni by r me o gniv  
segde  un lit  eht   gnitluser  hparg  b semoce  .cilcyca  nI  carp - ,ecit  h wo ev ,re  mer ov gni  
segde  si  ton  iciffe ent b esuace  gnidnif  selcyc  si  emit  oc .gnimusn  

 
,txeN  we ig ve two ogla r  smhti  ot  dnif  eht  gninnaps  eert  T fo  a lo po -  eerf  

nnoc e  detc   detceridnu  g  hpar   G  —  (V, E .)   W  e   emussa  taht   eht v secitre  fo  
G era  ig v ne  ni  a  niatrec  redro  v1 , v2, . . . , vm .  ehT  gnitluser  gninnaps  rt ee  lliw  be 

T — (V !, E! .)  
 
 htdaerB -  tsriF  raeS ch mhtiroglA  
 ehT  aedi  si  ot   trats  htiw  v xetre  v  1  sa  ro ,to  dda  eht  v citre se  taht  era  ajda cent ot  

v1, neht  eht  seno  taht  era  ecajda nt ot  eht   rettal  dna  h va e ton  b nee  detisiv  y ,te   dna
os   .no  sihT  ogla r  mhti  sesu  a eueuq  ini( t  yllai  pme t  )y  ot  st ero  v secitre  fo  eht   .hparg  
nI  stsisnoc  fo  eht  llof o :gniw  

 
.1  ddA  v  1  ot  T , ni s tre  ti  ni  eht  eueuq  dna  kram  ti  sa  v“ si ti e ”d . 
.2  fI  eht  eueuq  si  pme ty, neht  we era  .enod  esiwrehtO  tel  v be eht  

v xetre  ni  eht  front fo  eht  ueuq e. 

.3  F  ro  ae ch v  xetre  v  !  fo  G taht  sah   ton  b nee   detisiv  y  te   dna  si  ajda cent ot  v 

eht( re gim ht be )enon  tak ne  ni  redro  fo  ercni a gnis  sbus c  ,stpir  dda  v xetre  v!  

dna  egde  (v, v!) ot  T , ni s  tre  v  !  ni  eht  eueuq  dna  kram  ti  sa  detisiv“ ”. 
.4  eteleD  v morf  eht   .eueuq .5  oG  ot  t pe 22  

A duesp oco ed  v noisre  fo  eht  gla o  mhtir  si  sa  llof o :sw  
 

:1  rp o erudec  )E,V(sfb  
:2  S =:  v( )1  { deredro  tsil  fo  secitrev  fo  a xif  evel l} 
:3  ’V  =:  { 1v }  { 1v  si  eht  toor  fo  eht  gninnaps  eert } 
:4  ’E  =:  }{  { on  segde  ni  eht  gninnaps  eert  tey } 
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:5  elihw  tr eu  
:6  beg ni  
:7  rof  hcae  x ni  ,S  ni  ,redro  
:8  rof  hcae  y ni  V - ’V  
:9  fi  )y,x(  si  na  egde  t eh n 
:01  a dd  egde  )y,x(  ot  ’E  dna  xetrev  y ot  ’V  
:11  fi  on  segde  erew  dedda  t eh n 
:21  nruter  T 
:31  S =:  nerdlihc  fo  S 
:41  dne  
:51  dne  sfb  

 
ugiF re woleb  hs o sw  eht  gninnaps  eert  deniatbo  gnisu  eht  aerb htd - rif s  t raes ch  

ogla r  mhti  no  eht   hparg  htiw  sti  v citre es deredro   gocixel r ihpa - :yllac  ,a  ,b  ,c  ,d  ,e  f, 
g, ,h  i. 

 
c 

 
b h 

 
 

d 
 
 

g i e 

 
a f 

 
FI ERUG     htdaerB - tsriF  raeS c .h  

 
htpeD -  tsriF  raeS ch mhtiroglA  

  ehT  aedi  fo   siht  ogla -  mhtir  si  to am ke a  htap  sa  gnol  sa  p lbisso e,  dna   neht  
og  ab ck ab( ck- art c  )k  ot  dda  rb anc seh  osla  sa  gnol  sa  pos .elbis  

 
sihT  irogla t mh  sesu  a ats ck itini( a yll  pme t )y  ot  st ero  v secitre  fo  eht   .hparg  nI  
stsisnoc  fo  eht  llof o :gniw  

 
.1  ddA  v  1  ot  T , ni s tre  ti  ni  eht  ats ck dna  kram  ti  sa  detisiv“ ”. 
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.2  fI  eht  stack si  pme ty  neht  ,  we era  enod . iwrehtO se tel  v be eht  v xetre  on 
t eh  pot  fo  eht  stac .k  

.3  fI   ereht  si  on  v  xetre  v  !  taht  si  ecajda nt ot  v  dna  sah   ton  b  detisiv nee  y ,te   

 neht  eteled  v  dna  og  ot   pets  2 (b tkca r kca   .)  htO - siwre e, tel  v  !  be t eh  tsrif  
non -  detisiv  v  xetre  taht  si  a ecajd nt ot  v. 

.4  ddA  v  xetre  v  !  dna  egde  (v, v!) ot  T ,  tresni  v  !  ni   eht  ats c  k  dna  kram  ti  as 
“ iv si .”det  

.5  oG  ot  st pe  2. 
 
 

nA  itanretla v  e  isrucer ve itinifed on si  sa  llof o  .sw  We enifed  rucer - is v yle  a 
rp o ssec   P  deilppa  ot  a ig v ne  v xetre  v ni  eht  f llo o gniw  wa :y  

 
 

.1  ddA  v xetre  v ot  T dna  kram  ti  sa  “ .”detisiv  

.2  fI   ereht  si  on  v  xetre  v  !  taht  si  ecajda nt ot  v  dna  sah   ton  b nee  detisiv  y ,te  

neht  .nruter  ,esiwrehtO  tel  v! b eht e  tsrif  non - detisiv  v xetre   taht  si  a jd a ec nt 
ot  v. 

.3  ddA  eht  egde  (v, v!) ot  T . 

.4  ylppA   P  ot  v!. 

.5  oG  ot  st pe  2 (b tkca r kca  .)  
 

ehT  htpeD -  tsriF  Sear hc  A mhtirogl  stsisnoc  fo  gniylppa  eht  rp o ssec  tsuj  denifed  ot  
v1. 

 
A duesp oco ed  v noisre  fo  eht  gla o  mhtir  si  sa  llof o :sw  

 
:1  rp o erudec  )E,V(sfd  
:2  ’V  =:  { 1v }  { 1v  si  eht  toor  fo  eht  gninnaps  eert } 
:3  ’E  =:  }{  { on  segde  ni  eht  gninnaps  eert  tey } 
:4  w =:  1v  
:5  elihw  tr eu  
:6  beg ni  
:7  elihw  ereht  si  na  egde  )v,w(  taht  nehw  dedda  
:8  ot  T seod  ton  etaerc  a elcyc  ni  T 
:9  beg ni  
:01  esoohC  tsrif  v hcus  taht  )v,w(  
:11  seod  ton  etaerc  a c elcy  ni  T 
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:21  dda  )v,w(  ot  ’E  
:31  dda  v ot  ’V  
:41  w =:  v 
:51  dne  
:61  fi  w = 1v  th ne  

 
:71  nruter  T 
:81  w =:  tnerap  fo  w ni  T { kcartkcab } 
:91  dne  
:02  dne  

 
ugiF re  hs o sw  eht  gninnaps  eert  deniatbo  gnisu  eht  aerb htd - rif s  t raes ch  ogla r  mhti  

no  eht   hparg  htiw  sti  v citre es  deredro  gocixel r ihpa - :yllac  ,a  ,b  ,c  ,d  ,e  f, g, ,h  i. 
 
 

 
 
  
 

 
 

ERUGIF    htpeD - tsriF  eS arc .h  
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       4 TINU  
seert gninnaps muminiM  

 
 detcennoc a eb )E,V( = G teL hparg   E : l tel dna htgnel eht dellac ,noitcnuf a eb R →−  

:noitinifed yb ,si F fo )F(l htgnel eht ,E fo F tesbus yna roF .noitcnuf  
 =: )F(l e∑ � .)e(lF  

 
 .htgnel muminim fo G ni eert gninnaps a gnidnif fo melborp eht redisnoc ew noitces siht nI

gla ysae na si erehT muminim a gnidnif rof mhtiro -  . akvuroBot eud yllaitnesse ,eert gninnaps htgnel
eht dellac semitemos si ssucsid ew eno tsrif ehT .stnairav wef a era erehT  

artskjiD - .dohtem mirP  
 1v xetrev a esoohC � of sa ylevisseccus ... 2e,1e segde enimreteD .ylirartibra V .swoll  

 k emos rof ,taht esoppuS .}1v{ =: 1U teL gninnaps ,nesohc neeb evah ke,...,1e segde ,0 ≥  
 1+ke egde na esoohC .kU tes eht no eert a � lla gnoma htgnel muminim sah taht )kU(δ  

 kU =: 1+kU teL 1.)kU(δ ni segde � .1+ke  
ht wonk ew G fo ssendetcennoc eht yB  . V = kU litnu egde na hcus gnisoohc eunitnoc nac ew ta

sah eert sihT .G ni T eert gninnaps a mrof segde detceles eht esac taht nI  
.swollof sa nees eb nac hcihw ,htgnel muminim  

muminim a stsixe ereht fi ydeerg F tserof a llaC - ht G fo T eert gninnaps htgnel ta  
.F sniatnoc  

 
 e tel dna ,stnenopmoc sti fo eno eb U tel ,tserof ydeerg a eb F teL   :meroehT � .)U(δ  

 F neht ,)U(δ ni segde lla gnoma htgnel muminim sah e fI � .tserof ydeerg a niaga si }e{  
muminim a eb T teL .foorP - htap euqinu eht eb P teL .F gniniatnoc eert gninnaps htgnel  

ht f egde eno tsael ta sniatnoc P nehT .e fo secitrev dne eht neewteb T ni ot sgnoleb ta  
 T( =: T oS .)U(δ \  )}f{ �  )e(l ,noitpmussa yB .niaga eert a si }e{ ecneh dna )f(l ≤  

 ) T(l muminim a si T ,eroferehT .)T(l ≤ -  F sA .eert gninnaps htgnel �  }e{ �  swollof ti , T  
 F taht � .ydeerg si }e{  

 
artskjiD ehT : yralloroC - sdleiy dohtem mirP  .htgnel muminim fo eert gninnaps a  

 ydeerg a evah ew mhtirogla eht fo egats hcae ta taht  evoba meroehT htiw ylevitcudni swollof tI .foorP
 ydeerg si eert lanif eht ecneH .tserof — .htgnel muminim sah ti ,yltnelaviuqe  

artskjiD ehT -  elpmaxe na si dohtem mirP os a fo - tcurtsnoc eW .mhtirogla ydeerg dellac  
yllaniF .tnemom eht ta tseb eht smees taht egde na gnisoohc tuohguorht yb eert gninnaps a  

muminim a teg ew - ot evah reven ew ,nesohc neeb sah egde na ecnO .eert gninnaps htgnel  
ab‘ on( egde rehtona yb ti ecalper kc -  a gnidnif fo dohtem tnereffid ylthgils a si erehT.)’gnikcart

muminim -  ylevitareti niaga dna ,mhtirogla ydeerg a niaga si tI . dohtems’laksurK ,eert gninnaps htgnel
elur tnereffid emos yb tub ,nesohc era ...,2e,1e segde  
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mhtirogla s'artskjiD  
 

 s'artskjiD mhtirogla  hctuD yb deviecnoc , tsitneics retupmoc  artskjiD regsdE   dna 6591 ni
 a si ,9591 ni dehsilbup mhtirogla hcraes hparg  elgnis eht sevlos taht -  ecruos melborp htap tsetrohs   a rof

hparg   evitagennon htiw egde   a gnicudorp ,stsoc htap eert htap tsetrohs  ni desu netfo si mhtirogla sihT .
gnituor  yb depoleved saw mhtirogla tnelaviuqe nA . erooM .F drawdE  .7591 ni  

 ecruos nevig a roF xetrev  n(  .e.i( tsoc tsewol htiw htap eht sdnif mhtirogla eht ,hparg eht ni )edo
 fo stsoc gnidnif rof desu eb osla nac tI .xetrev rehto yreve dna xetrev taht neewteb )htap tsetrohs eht

ht gnippots yb xetrev noitanitsed elgnis a ot xetrev elgnis a morf shtap tsetrohs  eht ecno mhtirogla e
 hparg eht fo secitrev eht fi ,elpmaxe roF .denimreted neeb sah xetrev noitanitsed eht ot htap tsetrohs
 a yb detcennoc seitic fo sriap neewteb secnatsid gnivird tneserper stsoc htap egde dna seitic tneserper

ogla s'artskjiD ,daor tcerid  rehto lla dna ytic eno neewteb etuor tsetrohs eht dnif ot desu eb nac mhtir
 krowten ni desu ylediw si tsrif htap tsetrohs eht ,tluser a sA .seitic slocotorp gnituor  ylbaton tsom , SI - SI  

 dna FPSO  .)tsriF htaP tsetrohS nepO(  

mhtiroglA  
 eht dellac eb gnitrats era ew hcihw ta edon eht teL edon laitini  eht teL . Y edon fo ecnatsid   eht eb

eht morf ecnatsid  edon laitini   lliw dna seulav ecnatsid laitini emos ngissa lliw mhtirogla s'artskjiD .Y ot
.pets yb pets meht evorpmi ot yrt  

.1   lla rof ytinifni ot dna edon laitini ruo rof orez ot ti tes :eulav ecnatsid a edon yreve ot ngissA
.sedon rehto  

.2  u sa sedon lla kraM .tnerruc sa edon laitini teS .detisivn  

.3   rieht etaluclac dna srobhgien detisivnu sti lla redisnoc ,edon tnerruc roF evitatnet   morf( ecnatsid
 ti gnitcennoc egde na dna ,6 fo ecnatsid sah )A( edon tnerruc fi ,elpmaxe roF .)edon laitini eht

B( edon rehtona htiw  naht ssel si ecnatsid siht fI .8=2+6 eb lliw A hguorht B ot ecnatsid eht ,2 si )
 etirwrevo ,)edon laitini eht rof orez ,gninnigeb eht ni ytinifni( ecnatsid dedrocer ylsuoiverp eht

.ecnatsid eht  
.4  edon tnerruc eht fo srobhgien lla gniredisnoc enod era ew nehW  detisiv A .detisiv sa ti kram ,

.laminim dna lanif si won dedrocer ecnatsid sti ;niaga reve dekcehc eb ton lliw edon  
.5   ecnatsid tsellams eht htiw edon detisivnu eht tes ,esiwrehtO .hsinif ,detisiv neeb evah sedon lla fI

la gniredisnoc ,edon laitini eht morf(  eunitnoc dna "edon tnerruc" txen eht sa )hparg ni sedon l
.3 pets morf  

noitpircseD  
:etoN   smret eht sesu noissucsid siht ,gnidnatsrednu fo esae roF noitcesretni  , daor   dna pam  — 

 era smret eseht yllamrof ,revewoh xetrev  , egde   dna hparg .ylevitcepser ,  
 

esoppuS   owt neewteb htap tsetrohs eht dnif ot tnaw uoy snoitcesretni   gnitrats a ,pam ytic a no
esretni yreve ot ecnatsid eht kram ,trats ot :elpmis yllautpecnoc si redro ehT .noitanitsed a dna tniop  noitc
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 taht taht eton ot tub ,ecnatsid etinifni na si ereht ylpmi ot ton enod si sihT .ytinifni htiw pam eht no
 neeb tey ton sah noitcesretni detisiv  noitcesretni eht evael ylpmis dohtem siht fo stnairav emoS( .

 a tceles ,noitareti hcae ta ,woN ).delebalnu c tnerru   tnerruc eht noitareti tsrif eht roF .noitcesretni
 roF .orez eb lliw )lebal s'noitcesretni eht( ti ot ecnatsid eht dna tniop gnitrats eht eb lliw noitcesretni

isivnu tsesolc eht eb lliw noitcesretni tnerruc eht )tsrif eht retfa( snoitareti tneuqesbus  ot noitcesretni det
tniop gnitrats eht — .dnif ot ysae eb lliw siht  

 yltcerid si taht noitcesretni detisivnu yreve ot ecnatsid eht etadpu ,noitcesretni tnerruc eht morF
 detisivnu na neewteb ecnatsid eht fo mus eht gninimreted yb enod si sihT .ti ot detcennoc  noitcesretni

 dna ,noitcesretni tnerruc eht fo eulav eht dna gnilebaler   si ti fi eulav siht htiw noitcesretni detisivnu eht
 fi delebaler si noitcesretni eht ,tceffe nI .eulav tnerruc sti naht ssel  tnerruc eht hguorht ti ot htap eht

 ni ,noitacifitnedi htap tsetrohs etatilicaf oT .shtap nwonk ylsuoiverp eht naht retrohs si noitcesretni
 dna ,ti lebaler/lebal uoy fi noitcesretni delebaler eht ot gnitniop worra na htiw daor eht kram ,licnep

hto lla esare  hcae ot secnatsid eht detadpu evah uoy retfA .ti ot gnitniop sre noitcesretni gnirobhgien  ,
 sa noitcesretni tnerruc eht kram detisiv   tsewol htiw noitcesretni detisivnu eht tceles dna  morf( ecnatsid

 )tniop gnitrats eht --  lebal tsewol ro —  delebal era detisiv sa dekram sedoN .noitcesretni tnerruc eht sa
.ot denruter ro detisiver eb ton lliw dna ti ot tniop gnitrats eht morf htap tsetrohs eht htiw  

gien eht gnitadpu fo ssecorp siht eunitnoC  neht ,secnatsid tsetrohs eht htiw snoitcesretni gnirobh
 uoy litnu noitcesretni detisivnu tsesolc eht otno gnivom dna detisiv sa noitcesretni tnerruc eht gnikram

 si sa( detisiv sa noitanitsed eht dekram evah uoy ecnO .detisiv sa noitanitsed eht dekram evah  esac eht
 nac dna ,tniop gnitrats eht morf ,ti ot htap tsetrohs eht denimreted evah uoy )noitcesretni detisiv yna htiw

.esrever ni sworra eht gniwollof ,kcab yaw ruoy ecart  

era snoitcesretni noitanitsed dna gnitrats eht ,cihparg detamina gniynapmocca eht nI   ni deroloc
 eht dna ,der ni deroloc era snoitcesretni detisiv ehT .ylevitcepser b dna a dellebal dna eulb dna knip thgil

.eulb elap a ni noitcesretni tnerruc  

 eht sdrawot "noitarolpxe" tcerid ot tpmetta on sekam mhtirogla siht taht tcaf eht si eton fO
itsed  "tnerruc" txen eht gninimreted ni noitaredisnoc elos eht ,rehtaR .tcepxe thgim eno sa noitan

 morf "drawtuo sdnapxe" mhtirogla siht ,esnes emos nI .tniop gnitrats eht morf ecnatsid sti si noitcesretni
t edon yreve gniredisnoc ylevitareti ,tniop gnitrats eht  litnu ecnatsid htap tsetrohs fo smret ni resolc si tah

 sdnif ylirassecen mhtirogla eht woh raelc si ti ,yaw siht ni dootsrednu nehW .noitanitsed eht sehcaer ti
ls evitaler sti :sessenkaew s'mhtirogla eht fo eno laever osla yam ti revewoh ,htap tsetrohs eht  ni ssenwo

.seigolopot emos  

edocoduesP  
 edoc eht ,mhtirogla gniwollof eht nI u  ni xetrev =: Q ][tsid tsellams htiw  xetrev eht rof sehcraes , u  eht ni

 tes xetrev Q  tsael eht sah taht [tsid u]  tes eht morf devomer si xetrev tahT .eulav Q  eht ot denruter dna
resu  . (neewteb_tsid u  , v) robhgien owt eht neewteb htgnel eht setaluclac -  sedon u  dna v  elbairav ehT . tla  

 edon robhgien eht ot edon toor eht morf htap eht fo htgnel eht si 51 enil no v  hguorht og ot erew ti fi u  fI .
tsetrohs tnerruc eht naht retrohs si htap siht   rof dedrocer htap v  siht htiw decalper si htap tnerruc taht , tla  
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 ehT .htap suoiverp  txen" eht ot retniop a htiw detalupop si yarra -  teg ot hparg ecruos eht no edon "poh
.ecruos eht ot etuor tsetrohs eht  

   1 noitcnuf  (artskjiD hparG  , ecruos :)  

       2 cae rof h  xetrev v  ni hparG            : snoitazilaitinI //  

 [tsid          3 v               ; ytinifni =: ] v ot ecruos morf noitcnuf ecnatsid nwonknU //  

 [suoiverp          4 v          ; denifednu =: ] ecruos morf htap lamitpo ni edon suoiverP //  

       5  rof dne ; 

  6      [tsid ecruos                     ; 0 =: ] ecruos ot ecruos morf ecnatsiD //  

       7 Q  ni sedon lla fo tes eht =: hparG  ; 

         dezimitponu era hparg eht ni sedon llA // - Q ni era suht  

       8 elihw  Q ton si                   :ytpme pool niam ehT //  

   9         u  ni xetrev =: Q ; ][tsid tsellams htiw  

          01 fi  [tsid u :ytinifni = ]  

              11 kaerb                          ; ecruos morf elbisseccani era secitrev gniniamer lla //  

          21 if  ; 

 evomer          31 u  morf Q ; 

          41 hcae rof  ien  robhg v  fo u          : .Q morf devomer neeb tey ton sah v erehw //  

              51 tla  [tsid =: u (neewteb_tsid + ] u  , v ; )  

              61 fi  tla  [tsid < v              :] )a,v,u( xaleR //  

[tsid                  71 v  =: ] tla  ; 

[suoiverp                  81 v  =: ] u ; 

              91  if  ; 

          02 rof dne  ; 

      12 elihw dne  ; 

      22 nruter  ; ][tsid  

  32 dne  .artskjiD  
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 secitrev neewteb htap tsetrohs a ni detseretni ylno era ew fI ecruos   dna tegrat  eht etanimret nac ew ,
 fi 31 enil ta hcraes u  = tegrat r nac ew woN .  morf htap tsetrohs eht dae ecruos   ot tegrat  :noitareti yb  

  1 S ecneuqes ytpme =:  

  2 u  =: tegrat  

  3 elihw  [suoiverp u :denifed si ]  

 tresni      4 u  fo gninnigeb eht ta S 

      5 u [suoiverp =: u] 

 ecneuqes woN S hs eht fo eno gnitutitsnoc secitrev fo tsil eht si  morf shtap tsetro tegrat   ot ecruos  ,
.stsixe htap on fi ecneuqes ytpme eht ro  

 neewteb shtap tsetrohs eht lla dnif ot eb dluow melborp lareneg erom A ecruos   dna tegrat   ereht(
a ylno gnirots fo daetsni nehT .)htgnel emas eht fo seno tnereffid lareves eb thgim   hcae ni edon elgnis

 fo yrtne ][suoiverp   htob fi ,elpmaxe roF .noitidnoc noitaxaler eht gniyfsitas sedon lla erots dluow ew r 
 dna ecruos   ot tcennoc tegrat   hguorht shtap tsetrohs tnereffid no eil meht fo htob dna tegrat   eht esuaceb(

ni emas eht si tsoc egde   htob dda dluow ew neht ,)sesac htob r  dna ecruos   ot [suoiverp tegrat ]  eht nehW .
 ,setelpmoc mhtirogla ][suoiverp   eht fo tesbus a si taht hparg a ebircsed yllautca lliw erutcurts atad

t fi taht eb lliw ytreporp yek stI .devomer segde emos htiw hparg lanigiro  htiw nur saw mhtirogla eh
 eht eb lliw hparg wen eht ni edon rehto yna ot edon taht morf htap yreve neht ,edon gnitrats emos
 lanigiro eht morf htgnel taht fo shtap lla dna ,hparg lanigiro eht ni sedon esoht neewteb htap tsetrohs

eht ni tneserp eb lliw hparg   nevig owt neewteb shtap trohs eseht lla dnif yllautca ot nehT .hparg wen
htped sa hcus ,hparg wen eht no mhtirogla gnidnif htap a esu dluow ew sedon - .hcraes tsrif  

 

 
mhtirogla s'laksurK  
mhtirogla s'laksurK   na si mhtirogla   ni yroeht hparg   a sdnif taht eert gninnaps muminim   a rof

detcennoc  hparg dethgiew  eht fo tesbus a sdnif ti snaem sihT . segde   sedulcni taht eert a smrof taht  yreve
xetrev  ,detcennoc ton si hparg eht fI .deziminim si eert eht ni segde eht lla fo thgiew latot eht erehw ,

 a sdnif ti neht tserof gninnaps muminim   hcae rof eert gninnaps muminim a( tnenopmoc detcennoc  .)
 a fo elpmaxe na si mhtirogla s'laksurK mhtirogla ydeerg . 



scirotanibmoC dna yroehT hparG   24SC01  
 

 fo tpeD C TIBJS ,ES   88  
 

noitpircseD  
  tserof a etaerc F fo tes a(   etarapes a si hparg eht ni xetrev hcae erehw ,)seert eert  
  tes a etaerc S hparg eht ni segde eht lla gniniatnoc  
  elihw S  si ytpmenon  F dna   gninnaps tey ton si  

o  morf thgiew muminim htiw egde na evomer S 
o  seert owt gninibmoc ,tserof eht ot ti dda neht ,seert tnereffid owt stcennoc egde taht fi

eert elgnis a otni  
o .egde taht dracsid esiwrehto  

 eht fo noitanimret eht tA mhtirogla  gninnaps muminim a smrof dna tnenopmoc eno ylno sah tserof eht ,
.hparg eht fo eert  

ecnamrofreP  
 erehW E  dna hparg eht ni segde fo rebmun eht si V  eb nac mhtirogla s'laksurK ,secitrev fo rebmun eht si

 ni nur ot nwohs O(E gol  E  ,yltnelaviuqe ro ,emit ) O(E  gol V  esehT .serutcurts atad elpmis htiw lla ,emit )
:esuaceb tnelaviuqe era semit gninnur  

 E om ta si  ts V2  dna gol V2 gol2 = V  si O  gol( V .)  
  gninnaps muminim eht fo tnenopmoc nwo rieht eb hcae lliw hcihw ,secitrev detalosi erongi ew fI

 ,tserof V  ≤ E  gol os ,1+ V  si O  gol( E .)  
 a gnisu thgiew yb segde eht tros tsrif :swollof sa dnuob siht eveihca nac eW tros nosirapmoc   ni O(E  gol

E ew muminim htiw egde na evomer" pets eht swolla siht ;emit )  morf thgi S  .emit tnatsnoc ni etarepo ot "
 a esu ew ,txeN tniojsid - erutcurts atad tes   hcihw ni era secitrev hcihw fo kcart peek ot )dniF&noinU(

(O mrofrep ot deen eW .stnenopmoc E repo )  hcae rof noinu eno ylbissop dna snoitarepo 'dnif' owt ,snoita
tniojsid elpmis a nevE .egde - tniojsid sa hcus erutcurts atad tes -  nac knar yb noinu htiw stserof tes

(O mrofrep E  ni snoitarepo ) O(E  gol V  si emit latot eht suhT .emit ) O(E  gol E  = ) O(E  gol V .)  

rP  htiw elpmaxe rof( emit raenil ni detros eb nac ro detros ydaerla rehtie era segde eht taht dedivo
tros gnitnuoc   ro tros xidar mhtirogla eht ,)   detacitsihpos erom esu nac tniojsid - erutcurts atad tes   ni nur ot

O(E (α V ylwols ylemertxe eht si α erehw ,emit )) - elgnis eht fo esrevni gniworg -  deulav  nnamrekcA
noitcnuf . 

edocoduesP  
   1 noitcnuf  (laksurK  A :htgnel ;hparg :>A ,N< = G R → +  :) segde fo tes   

 eD    2  retsulc yratnemele na enif C(v  ) { ← v .}  

  eueuq ytiroirp a ezilaitinI    3 Q  ni segde lla niatnoc ot G .syek sa sthgiew eht gnisu ,  

  tserof a enifeD    4 T  ← //       Ø T TSM eht fo segde eht niatnoc yletamitlu lliw  

 secitrev fo rebmun latot si n //     5  

   6   elihw  T  naht rewef sah n-  segde 1 od  
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 v ot u morf etuor dethgiew muminim eht si v,u egde //      7  

 (      8 u,v  )  ← Q )(niMevomer.  

  .v dna u neewteb htap a niatnoc ydaerla ton seod T fi ylno v,u dda .T ni selcyc tneverp //      9  

ah secitrev eht //      01 .eert eht ot dedda neeb s  

 teL      11 C(v  gniniatnoc retsulc eht eb ) v  tel dna , C(u  gniniatnoc retsulc eht eb ) u. 

      31 fi  C(v  )  ≠ C(u  ) neht  

( egde ddA        41 v,u  ot ) T. 

 egreM        51 C(v  dna ) C(u  noinu ,si taht ,retsulc eno otni ) C(v  dna ) C(u .)  

   61  nruter   eert T 
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ssentcerroc fo foorP  
 ti ,dnoceS .eert gninnaps a secudorp mhtirogla eht taht devorp si ti ,tsriF .strap owt fo stsisnoc foorp ehT

.thgiew laminim fo si eert gninnaps detcurtsnoc eht taht devorp si  

 eert gninnapS  
 teL P ,detcennoc a eb   tel dna hparg dethgiew Y  fo hpargbus eht eb P  .mhtirogla eht yb decudorp Y 

 ton dna eertbus eno nihtiw neeb evah dluow elcyc taht ot dedda egde tsal eht ecnis ,elcyc a evah tonnac
 .seert tnereffid owt neewteb Y uocne tsrif eht ecnis ,detcennocsid eb tonnac  owt snioj taht egde deretn

 fo stnenopmoc Y  ,suhT .mhtirogla eht yb dedda neeb evah dluow Y  fo eert gninnaps a si P. 
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 ytilaminiM  
 noitisoporp gniwollof eht taht wohs eW P  yb eurt si noitcudni  fI : F  yna ta nesohc segde fo tes eht si

 sniatnoc taht eert gninnaps muminim emos si ereht ,mhtirogla eht fo egats F. 

  ylraelC P  nehw ,gninnigeb eht ta eurt si F .od lliw eert gninnaps muminim yna :ytpme si  
  emussa woN P non emos rof eurt si -  tes egde lanif F  tel dna T  taht eert gninnaps muminim a eb

 sniatnoc F  egde nesohc txen eht fI . e  ni osla si T  neht , P  rof eurt si F+e  ,esiwrehtO . T+e  a sah
 elcyc C  egde rehtona si ereht dna f  ni si taht C  ton tub F  nehT . T-f+e  si thgiew sti dna ,eert a si

t naht erom ton  fo thgiew eh T  esoohc dluow mhtirogla eht esiwrehto ecnis f  ot ecnereferp ni e  .
 oS T-f+e  gniniatnoc eert gninnaps muminim a si F+e  niaga dna P .sdloh  

  ,noitcudni fo elpicnirp eht yb ,eroferehT P  nehw sdloh F  si hcihw ,eert gninnaps a emoceb sah
lbissop ylno  fi e F .flesti eert gninnaps muminim a si  

 
mhtirogla s'mirP  

 nI ecneics retupmoc  na si mhtirogla s'mirP , mhtirogla   a sdnif taht eert gninnaps muminim   a rof
detcennoc  dethgiew  hparg detceridnu  eht fo tesbus a sdnif ti snaem sihT . segde   a smrof taht

eert  yreve sedulcni taht  xetrev  eht lla fo thgiew latot eht erehw , segde   .deziminim si eert eht ni
 a fo elpmaxe na si mhtirogla s'mirP mhtirogla ydeerg . 

noitpircseD  
 ni sa hcus ,snoitacilppa ynam sah mhtirogla s'mirP noitareneg ezam . 

tpme na htiw( hparg ytpme eht fo eert gninnaps ylno ehT  ehT .hparg ytpme eht niaga si )tes xetrev y
.yletarapes deldnah si esac laiceps siht taht semussa noitpircsed gniwollof  

 gnitsisnoc eert a htiw gnitrats ,emit a ta egde eno ,eert a fo ezis eht sesaercni ylsuounitnoc mhtirogla ehT
i litnu ,xetrev elgnis a fo .secitrev lla snaps t  

 non A :tupnI -  secitrev htiw hparg dethgiew detcennoc ytpme V  segde dna E  eb nac sthgiew eht(
.)evitagen  

  :ezilaitinI V wen  { = x  erehw ,} x  morf )tniop gnitrats( edon yrartibra na si V  , E wen  }{ =  
  litnu taepeR V wen   = V  :  

o ( egde na esoohC u  , v  taht hcus thgiew laminim htiw ) u  ni si V wen   dna v  era ereht fi( ton si
)dekcip eb yam meht fo yna ,thgiew emas eht htiw segde elpitlum  

o  ddA v  ot V wen ( dna , u  , v  ot ) E wen  

  :tuptuO V wen   dna E wen  eert gninnaps laminim a ebircsed  
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xaM - nim wolf -  tuc meroeht  
 nI yroeht noitazimitpo  eht , xam - nim wolf - meroeht tuc   a ni taht setats krowten wolf  mumixam eht ,

gnissap wolf fo tnuoma   eht morf ecruos   eht ot knis   nehw hcihw yticapac muminim eht ot lauqe si
 krowten eht morf yaw cificeps a ni devomer  ot ecruos eht morf ssap nac wolf on taht noitautis eht sesuac

.knis eht  

noitinifeD  
 teL N ( = V,E)  htiw )hparg detcerid( krowten a eb s  dna t  fo knis eht dna ecruos eht gnieb N .ylevitcepser  

 ehT yticapac   gnippam a si egde na fo c  : E→R+  yb detoned , c vu   ro c(u,v  eht stneserper tI .)
.egde na hguorht ssap nac taht wolf fo tnuoma mumixam  

 A wolf   gnippam a si f  : E→R+  yb detoned , f vu   ro f(u,v  :stniartsnoc owt gniwollof eht ot tcejbus ,)  

.1   hcae rof )tniartsnoc yticapac(  

.2   hcae rof  fo noitavresnoc(
.)swolf  

 ehT fo eulav  wolf   | yb denifed si f Σ = | v�Vf vs  erehw , s  fo ecruos eht si N  tnuoma eht stneserper tI .
.knis eht ot ecruos eht morf gnissap wolf fo  

 ehT melborp wolf mumixam   | ezimixam ot si f  morf elbissop sa wolf hcum sa etuor ot ,si taht ,| s  eht ot
t. 

 nA s- tuc t  C = (S,T  fo noititrap a si ) V  taht hcus s�S  dna t�T  ehT . tuc - tes   fo C  tes eht si
({ u,v)�E  | u�S  , v�T tuc eht ni segde eht fi taht etoN .} -  fo tes C  | ,devomer era f .0 = |  
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 ehT yticapac   na fo s- tuc t   yb denifed si . 
 ehT melborp tuc muminim   eziminim ot si c(S,T)  fo yticapac eht taht hcus T dna S enimreted ot ,si taht ,

 eht S- tuc T  .laminim si  

tnemetatS  
xam ehT - nim wolf - setats meroeht tuc  

s na fo eulav mumixam ehT - s na fo yticapac muminim eht ot lauqe si wolf t - tuc t . 

elpmaxE  

 
auqe wolf fo eulav eht htiw krowten A s na fo yticapac eht ot l - tuc t  

 yerg ni secitrev eht dna etihw ni xetrev ehT .7 fo wolf fo eulav a gnivah krowten a si  evoba erugif ehT
 stesbus eht mrof S  dna T s na fo - tuc esohw ,tuc t -  eht fo yticapac eht ecniS .segde dehsad eht sniatnoc tes

s- 7 si tuc t xam eht ,wolf fo eulav eht ot lauqe si hcihw , - nim wolf -  fo eulav eht taht su sllet meroeht tuc
s eht fo yticapac eht dna wolf - .krowten siht ni lamitpo htob era tuc t  

noitacilppA  

xam dezilareneG - nim wolf - meroeht tuc  
ht redisnoc ,yticapac egde ot noitidda nI  gnippam a ,si taht ,xetrev hcae ta yticapac si ere c  : V→R+  ,

 yb detoned c(v  wolf eht taht hcus ,) f  noitavresnoc eht dna tniartsnoc yticapac eht ylno ton yfsitas ot sah
tniartsnoc yticapac xetrev eht osla tub ,swolf fo  

 hcae rof  
 fo tnuoma eht ,sdrow rehto nI wolf  apac sti deecxe tonnac xetrev a hguorht gnissap  na enifeD .ytic s- tuc t  

 morf htap yna rof taht hcus segde dna secitrev fo tes eht eb ot s  ot t  eht fo rebmem a sniatnoc htap eht ,
 eht ,esac siht nI .tuc tuc eht fo yticapac  .ti ni xetrev dna egde hcae fo yticapac eht mus eht si  

 eht ,noitinifed wen siht nI xam dezilareneg - nim wolf - meroeht tuc   na fo eulav mumixam eht taht setats
s- s na fo yticapac muminim eht ot lauqe si wolf t - .esnes wen eht ni tuc t  

yroeht gnihctaM  
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 eht nI lacitamehtam   fo enilpicsid yroeht hparg  a ni tes egde tnednepedni ro gnihctam a , hparg   a si
 fo tes segde   nommoc tuohtiw secitrev  segde fo gnitsisnoc hparg eritne na eb osla yam tI .

.secitrev nommoc tuohtiw  

noitinifeD  
 a neviG hparg  G ( = V,E  a ,) gnihctam  M  ni G  esiwriap fo tes a si non - tnecajda   owt on ,si taht ;segde

.xetrev nommoc a erahs segde  

 si xetrev A dehctam   ro( detarutas m eht ni egde na ot tnedicni si ti fi )  si xetrev eht esiwrehtO .gnihcta
dehctamnu . 

 A gnihctam lamixam   gnihctam a si M  hparg a fo G  ni ton egde yna fi taht ytreporp eht htiw M  dedda si
 ot M  ,si taht ,gnihctam a regnol on si ti , M  gnihctam rehto yna fo tesbus reporp a ton si ti fi lamixam si
g ni  hpar G  gnihctam a ,sdrow rehto nI . M  hparg a fo G  ni egde yreve fi lamixam si G non a sah -  ytpme

 ni egde eno tsael ta htiw noitcesretni M  sgnihctam lamixam fo selpmaxe swohs erugif gniwollof ehT .
.shparg eerht ni )der(  

 
 A gnihctam mumixam  aht gnihctam a si  eb yam erehT .segde fo rebmun elbissop tsegral eht sniatnoc t

 ehT .sgnihctam mumixam ynam rebmun gnihctam  (ν G)  hparg a fo G  mumixam a fo ezis eht si
 a si gnihctam lamixam yreve ton tub ,lamixam si gnihctam mumixam yreve taht etoN .gnihctam

.shparg eerht ni sgnihctam mumixam fo selpmaxe swohs erugif gniwollof ehT .gnihctam mumixam  

 
 A gnihctam tcefrep   .a.k.a( 1- rotcaf  ,si tahT .hparg eht fo secitrev lla sehctam hcihw gnihctam a si )

 si hparg eht fo xetrev yreve tnedicni  ht fo egde eno yltcaxe ot  elpmaxe na si evoba )b( erugiF .gnihctam e
 eht ,erutaretil emos nI .lamixam ecneh dna mumixam si gnihctam tcefrep yrevE .gnihctam tcefrep a fo

 mret gnihctam etelpmoc   tcefrep A .gnihctam tcefrep a swohs )b( trap ylno ,erugif evoba eht nI .desu si

i gnihctam muminim a osla s -  ezis revoc egde  ,suhT .  mumixam a fo ezis eht ,si taht ,
.revoc egde muminim a fo ezis eht naht regral on si gnihctam  

 A raen - gnihctam tcefrep  mnu si xetrev eno yltcaxe hcihw ni eno si  nehw rucco ylno nac sihT .dehcta
 na sah hparg eht rebmun ddo   ,erugif evoba eht nI .mumixam eb tsum gnihctam a hcus dna ,secitrev fo

raen a swohs )c( trap - rg a ni xetrev yreve rof ,fI .gnihctam tcefrep raen a si ereht ,hpa -  gnihctam tcefrep
 dellac osla si hparg eht ,xetrev taht ylno stimo taht rotcaf - lacitirc . 

 gnihctam a neviG M, 
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  na htap gnitanretla  etla gnoleb segde eht hcihw ni htap a si  ot ton dna gnihctam eht ot ylevitanr
.gnihctam eht  

  na htap gnitnemgua   )dehctamnu( eerf no sdne dna morf strats taht htap gnitanretla na si
.secitrev  

.htap gnitnemgua yna evah ton seod ti fi ylno dna fi mumixam si gnihctam a taht evorp nac enO  

seitreporP  
nI   eht dna rebmun gnihctam eht fo mus eht ,secitrev detalosi tuohtiw hparg yna rebmun gnirevoc egde  

.secitrev fo rebmun eht slauqe ]1[   eht dna rebmun gnihctam eht htob neht ,gnihctam tcefrep a si ereht fI
| era rebmun revoc egde V .2/|  

 fI A  dna B | neht ,sgnihctam lamixam owt era A| ≤ |2 B | dna | B| ≤ |2 A  egde hcae taht evresbo ,siht ees oT .|
 ni A \ B  ni segde owt tsom ta ot tnecajda eb nac B \ A  esuaceb B  ni egde hcae ecniS .gnihctam a si B \ A 

 ni egde na ot tnecajda si A \ B taht ees ew ,ytilamixam yb  

 
taht teg ew rehtruF  

 
trap nI 2 a si gnihctam lamixam yna taht swohs siht ,raluci -  dna gnihctam mumixam a fo noitamixorppa
2 a osla -  fi ,elpmaxe rof :thgit si ytilauqeni sihT .gnihctam lamixam muminim a fo noitamixorppa G  a si

 lamixam muminim a fo ezis eht ,sedon 4 dna segde 3 htiw htap  mumixam a fo ezis eht dna 1 si gnihctam
.2 si gnihctam  

slaimonylop gnihctaM  
 :elcitra niaM laimonylop gnihctaM  

 A cnuf gnitareneg noit   fo rebmun eht fo k-  .laimonylop gnihctam a dellac si hparg a ni sgnihctam egde
 teL G  dna hparg a eb mk  fo rebmun eht eb k-  fo laimonylop gnihctam enO .sgnihctam egde G si  

 
sa laimonylop gnihctam eht sevig noitinifed rehtonA  

 
 erehw n  fo rebmun eht si  eht ees noitamrofni erom rof ;sesu sti sah epyt hcaE .hparg eht ni secitrev

.slaimonylop gnihctam no elcitra  

shparg etitrapib ni sgnihctam mumixaM  
 htiw denrecnoc netfo era smelborp gnihctaM trapib shparg eti  a gnidniF . gnihctam etitrapib mumixam  

 a dellac netfo( gnihctam etitrapib ytilanidrac mumixam  hparg etitrapib a ni ) G ( = V ( = X,Y ,) E)  si
 ehT .melborp tselpmis eht spahrep mhtirogla htap gnitnemgua   htap gnitnemgua na gnidnif yb ti sdnif

hcae morf   ot Y  ni dnuof eb nac htap hcae sA .stsixe ti fi gnihctam eht ot ti gnidda dna O(E) 
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 si emit gninnur eht ,emit O( EV )  a gnidda ot tnelaviuqe si noitulos sihT . ecruos repus  s  lla ot segde htiw
 ni secitrev X  a dna , knis repus  t ni secitrev lla morf segde htiw  Y  a gnidnif dna , wolf lamixam   morf s  ot

t  morf wolf htiw segde llA . X  ot Y  si siht revo tnemevorpmi nA .gnihctam mumixam a etutitsnoc neht

 eht tforcpoH - mhtirogla praK  ni snur hcihw ,  tsaf eht no desab si hcaorppa rehtonA .emit
noitacilpitlum xirtam   sevig dna mhtirogla O(V 673.2 ) ni retteb si hcihw ,ytixelpmoc   yltneiciffus rof yroeht

shparg esned .rewols si mhtirogla eht ecitcarp ni tub ,  

 a nI dethgiew   detaicossa na sah egde hcae ,hparg etitrapib  A .eulav  etitrapib dethgiew mumixam
gnihctam ]2[   gnihctam eht ni segde eht fo seulav eht fo mus eht erehw gnihctam tcefrep a sa denifed si

moc ton si hparg eht fI .eulav lamixam a evah  .orez eulav htiw detresni era segde gnissim ,etitrapib etelp
 eht sa nwonk si gnihctam a hcus gnidniF melborp tnemngissa  deifidom a gnisu yb devlos eb nac tI .

htap tsetrohs   eht fI .mhtirogla htap gnitnemgua eht ni hcraes namlleB - mhtirogla droF   eht ,desu si
 semoceb emit gninnur O(V2E) htiw detfihs eb nac tsoc egde eht ro ,   eveihca ot laitnetop a O(V2 (gol V  + )

EV )  eht htiw emit gninnur mhtirogla artskjiD   dna paeh iccanobiF  elbakramer ehT . mhtirogla nairagnuH  
 noitazimitpo lairotanibmoc fo sgninnigeb eht fo eno saw ti dna melborp tnemngissa eht sevlos

 deen mhtirogla siht fo hcaorppa lanigiro ehT .smhtirogla O(V2E) eb dluoc ti tub ,emit gninnur   devorpmi
 ot O(V2 (gol V  + ) EV ) .seueuq ytiroirp fo esu evisnetxe htiw emit  

 sgnihctam mumixaM  
 a ni gnihctam thgiew mumixam a ro gnihctam mumixam a dnif ot mhtirogla emit laimonylop a si erehT

 ot eud si ti ;etitrapib ton si taht hparg sdnomdE kcaJ  eht dellac si , srewolf dna ,seert ,shtap   ro dohtem
 ylpmis mhtirogla s'sdnomdE  sesu dna , segde detceridib  osla nac euqinhcet emas eht fo noitazilareneg A .

 dnif ot desu eb stes tnednepedni mumixam   ni c wal - shparg eerf  yltneuqesbus sah mhtirogla 'sdnomdE .

 emit ni nur ot devorpmi neeb   .gnihctam mumixam etitrapib rof emit eht gnihctam ,emit
ikswoknaS dna ahcuM yb mhtirogla rehtonA ]3[  tsaf eht no desab , noitacilpitlum xirtam   sevig ,mhtirogla

O(V 673.2 ) .ytixelpmoc  

sgnihctam lamixaM  
sla si gnihctam mumixam A .mhtirogla ydeerg elpmis a htiw dnuof eb nac gnihctam lamixam A  a o

 a dnif ot elbissop si ti ecneh dna ,gnihctam lamixam tsegral   .emit laimonylop ni gnihctam lamixam
laimonylop on ,revewoH -  a gnidnif rof nwonk si mhtirogla emit gnihctam lamixam muminim  a ,si taht ,

 eht sniatnoc taht gnihctam lamixam tsellams  mun elbissop  gnihctam lamixam a taht etoN .segde fo reb
 htiw k  na si segde tes gnitanimod egde   htiw k  egde muminim a nevig era ew fi ,ylesrevnoC .segde

 htiw tes gnitanimod k ixam a tcurtsnoc nac ew ,segde  htiw gnihctam lam k  .emit laimonylop ni segde
 fo melborp eht ot lauqe yllaitnesse si gnihctam lamixam muminim a gnidnif fo melborp eht eroferehT

 eb ot nwonk era smelborp noitasimitpo owt eseht fo htoB .tes gnitanimod egde muminim a gnidnif PN -
drah  fo selpmaxe lacissalc era smelborp eseht fo snoisrev noisiced eht ; PN - etelpmoc  .smelborp ]6[   htoB

 eb nac smelborp detamixorppa   lamixam yrartibra na dnif ylpmis :emit laimonylop ni 2 rotcaf nihtiw
 gnihctam M. 
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       5 TINU  
 

gnitnuoC fo selpicnirP latnemadnuF  
 

fo seluR ehT  tcudorP dna muS  
 

 eht :gnitnuoc fo selpicnirp cisab owt htiw sgnieb scitamehtam lairotanibmoc dna etercsid fo yduts ruO
 nI .elpmis etiuq raeppa selur eseht fo snoitacilppa laitini dna stnemetats ehT .tcudorp dna mus fo selur

borp detacilpmoc erom gnizylana  nac taht strap otni smelborp hcus nwod kaerb ot elba netfo si eno ,smel
 smelborp hcus ”esopmoced“ ot ytiliba eht poleved ot tnaw eW .selpicnirP cisab eseht gnisu devlos eb

g A .rewsna lanif eht ta evirra ot redro ni snoitulos laitrap ruo rehtegot eceip dna  ot si siht od ot yaw doo
 si sihT .desu gnieb selpicnirp eht fo eton gnikaT ,smelborp noitaremune esrevid ynam evlos dna ezylana

.ereh wollof llahs ew hcaorppa eht  
:swollof sa detats eb nac gnitnuoc fo elpicnirp tsrif ruO  

 
:muS fo eluR ehT  

 
 ksat tsrif a fI  ni demrofrep eb nac m  ni demrofrep eb nac ksat dnoces a elihw ,syaw  n  owt eht dna ,syaw

 fo yna ni dehsilpmocca eb nac ksat rehtie gnimrofrep neht ,ylsuoenatlumis demrofrep eb tonnac sksat  m
 + n syaw . 

 
cus ,ecnerrucco ralucitrap a taht yas ew nehw taht etoN  ni tuoba emoc nac ,ksat tsrif a sa h  m  eseht ,syaw

m  eurt eb lliw sihT .yrartnoc eht ot edam si tnemetats a sselnu ,tcnitsid eb ot demussa era syaw
.txet eritne eht tuohguorht  

 
1.1 elpmaxE  

ed skoobtxet 05 dna ygoloicos no skoobtxet 04 sah yrarbil egelloC A  eht yB .ygoloporhtna htiw gnila
 erom nrael ot redro ni skoobtxet 09 = 05 + 04 gnoma tceles nac egelloc siht ta tneduts a ,mus fo elur

.stcejbus owt eseht fo rehto eht ro eno tuoba  
 

2.1 elpmaxE  
fo riap on sa gnol sa sksat owt dnoyeb dednetxe eb nac elur ehT   roF .ylsuoenatlumis rucco nac sksat

 ,++C no hcae skoob yrotcudortni tnereffid neves ,yas ,sah ohw rotcurtsni ecneics retupmoc a ,ecnatsni
tneduts a ot skoob 12 eseht fo eno yna dnemmocer nac lreP dna avaJ   tsrif a gninrael ni detseretni si ohw

 gnimmargorp .egaugnal  
 

3.1 elpmaxE  
 eerht sah seugaelloc eerht fo enO .seugaelloc owt sah 2.1 elpmaxE fo rotcurtsni ecneics retupmoc ehT

 fI .skoobtxet hcus evif sah rehto eht dna ,smhtirogla fo sisylana eht no skoobtxet n  eht setoned
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o skoob tnereffid fo rebmun mumixam  5 neht ,meht morf worrob nac rotcurtsni siht taht cipot siht n ≤  n
≤ .)s(koobtxet emas eht fo seipoc nwo yam seugaelloc htob ereh rof ,8  
 

4.1 elpmaxE  
non 003 ro gnihcaet 002 morf rehtie nesohc eb ot si evitatneserper ytisrevinu a esoppuS -  gnihcaet

seeyolpme .evitatneserper siht esoohc ot syaw elbissop 005 = 003 + 002 era ereht neht dna ,  
 

:eluR muS fo noisnetxE  
T sksat fI 1 T , 2 T ,.……, m   n ni enod eb nac 1 n, 2 n ,……, m  nac sksat eseht fo owt on dna ylevitcepser syaw

fo rebmun eht neht ,emit emas eht ta demrofrep eb   od ot syaw eno  n si sksat eseht fo 1 n + 2 n + .… + m. 
 

5.1 elpmaxE  
 morf 51 ro ecneics retupmoc morf 53 ro scitamehtam morf 02 rehtie tcejorp a esohc nac tneduts a fI

.syaw 07 = 51 + 53 + 02 tcejorp a esoohc nac tneduts eht neht ,gnireenigne  
 

e gniwollof ehT .gnitnuoc fo elpicnirp dnoces ruo secudortni elpmax  
 

6.1 elpmaxE  
 owt ot seeyolpme reh fo 21 sngissa rotartsinimda na ,noisnapxe tnalp no noisiced a hcaer ot gniyrt nI

elbarovaf elbissop etagitsevni ot si dna srebmem evif fo stsisnoc A eettimmoC .seettimmoc   morf stluser
 elbarovafnu elbissop eziniturcs lliw ,B eettimmoc ,seeyolpme neves rehto ehT .noisnapxe na hcus
 gnikam erofeb rebmem eettimmoc eno tsuj ot kaeps ot ediced rotartsinimda eht dluohS .snoissucreper

era ereht mus fo elur eht yb neht ,noisiced reh   eb ot ,revewoH .tupni rof nopu llac nac ehs seeyolpme 21
 a gnihcaer erofeb ,yadseuT no B eettimmoc fo rebmem a htiw kaeps ot sediced ehs ,desaibnu erom tib a

 kaeps ot seeyolpme hcus owt tceles nac ehs taht dnif ew ,elpicnirp gniwollof eht gnisU .noisiced  ni htiw
.syaw 53 = 7 X 5  

 
:tcudorP fo elur ehT   

 
 era ereht fi dna ,segats dnoces dna tsrif otni nwod nekorb eb nac erudecorp a fI m  rof semoctuo elbissop

 era ereht ,semoctuo eseht fo hcae rof ,fi dna egats tsrif eht n egats dnoces eht rof semoctuo elbissop  neht ,
 ni ,redro detangised eht ni ,tuo deirrac eb nac erudecorp latot eht nm  .syaw  

 
7.1 elpmaxE  

 
 thgie dna nem xis htiW .yalp gnirps a rof stuoyrt gnidloh si ytisrevinU lartneC fo bulc amard ehT

 yb ,selor elamef dna elam gnidael eht rof gninoitidua nemow  sih tsac nac rotcerid eht tcudorp fo elur eht
 6 ni elpuoc gnidael X .syaw 84 = 8  
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8.1 elpmaxE  
 

 setalp esnecil fo erutcafunam eht gniredisnoc yb detartsulli era elur eht fo snoisnetxe suoirav ereH
 .stigid ruof yb dewollof srettel owt fo gnitsisnoc  

 
)a  on fI   62 era ereht ,detaeper eb nac tigid ro rettel  X  52  X  01 X  9 X  8 X  = 7   tnereffid 000,672,3

.setalp elbissop  
 

 62 ,dewolla stigid dna srettel fo snoititeper htiW )b X  62 X  01 X  01 X  01 X = 01  
     .elbissop era setalp esnecil tnereffid 000,067,6  

 
eper fI )c ( trap ni sa ,dewolla era snoitit b  slewov ylno evah setalp eht fo ynam woh ,)  

    )regetni neve na si 0( ?stigid neve dna )U ,O ,I ,E ,A(  
 

9.1 elpmaxE  
 

 hcihw fo hcae ,stiucric fo noitcelloc egral a sniatnoc yromem niam s’retupmoc a ,atad erots ot redro nI  si
 tib a gnirots fo elbapac ––   ni degnarra era stiucric egarots esehT .1 ro 0 stigid yranib eht fo eno ,si taht

 a dengissa si hcae ,yromem niam s’retupmoc a ni sllec eht yfitnedi oT .sllec )yromem( dellac stinu
pmoc emos roF .sserdda sti dellac eman euqinu  ni dnuof sa( srellortnocorcim deddebme sa hcus ,s’retu

 ,stib thgie fo tsil deredro na yb detneserper si sserdda na ,)elibomotua na rof metsys noitingi eht
 a sa ot derrefer ylevitcelloc etyb  . x 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 2 era ereht ,tcudorp  fo elur eht gnisU  2 = 2 8    =

 eb yam noitamrofni niatrec erehw sllec rof desu eb yam taht sesserdda 652 evah ew oS .setyb hcus 652
.derots  

 esehT .rellortnocorcim deddebme na setaroprocni ,nevo evaworcim a sa hcus ,ecnailppa nehctik A
m orcimCIP eht sa hcus( ”sretupmoc llams“  esu dna sllec yromem fo sdnasuoht niatnoc )rellortnocorci

owt -  owt fo pu edam era sesserdda hcuS .yromem niam rieht ni sllec eseht yfitnedi ot sesserdda etyb
2 = 652 X 652 era ereht suhT .stib evitucesnoc 61 ro ,setyb evitucesnoc 8 2 X 8 2 = 61  aliava 635,56 =  elb

 smetsys gnisserdda esu sretupmoc rehtO .yromem niam ni sllec gniyfitnedi ot desu eb dluoc taht sserdda
23 sihT .setyb ruof fo -  sa era ereht erehw ,rossecorp muitneP eht ni desu yltneserp si erutcetihcra tib

2      sa ynam 8 2 X 8 2 X 8 2 X 8 9,492,4 = 232 =  niam ni sllec eht gniyfitnedi ni esu rof sesserdda 692,76
 sredisnoc ehs ro eh ,srossecorp muinatI ro CRAPSartlU eht htiw slaed remmargorp a nehW .yromem

thgie htiw sllec yromem - ra ereht dna ,stib 46 = 8 X 8 sesirpmoc sesserdda eseht fo hcaE .sesserdda etyb  e
2 46   eseht fo lla ton ,esruoc fO( .erutcetihcra siht rof sesserdda elbissop 616,155,907,370,447,644,81 =

).desu yllautca era seitilibissop  
 

01.1 elpmaxE  
 

borp eno fo noituloS eht ni selpicnirp gnitnuoc tnereffid lareves enibmoc ot yrassecen si ti semit tA  .mel
.rewsna eht niatta ot dedeen era tcudorp dna mus htob fo selur eht taht dnif ew ereH  
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 si pohs reh ta unem ehT .pohS eeffoC kcanS kciuQ eht setarepo retsoF .srM noitaroproC LWA eht tA
eb evif dna ,sehciwdnas fo sdnik thgie ,sniffum fo sdnik xis :detimil  ,aloc ,aet toh ,eeffoc toh( segarev

 hcnul reh teg ot pohs eht ot lraC tnatsissa reh sdnes ,LWA ta rotide na ,ddoD .sM .)eciuj egnaro dna ––  
.egareveb dloc a dna hciwdnas a ro egareveb toh a dna niffum a rehtie  

w 21 = 2 X 6 era ereht ,tcudorp fo elur eht yB  .egareveb toh dna niffum a esahcrup nac lraC hcihw ni sya
 dloc dna hciwdnas a rof seitilibissop 42 = 3 X 8 era ereht taht swohs elur siht fo noitacilppa dnoces A

oD .sM esahcrup nac lraC hcihw ni syaw 63 = 42 + 21 era ereht ,mus fo elur eht yb oS .egareveb  s’dd
  .hcnul  

 
11.1 elpmaxE  

 
 neht nac eH .)ixat ro sub ,niart ,enalp yb( syaw ruof ni itapuriT ot dabaredyH morf levart nac tsiruot A
 .)klaw ro elcycrotom ,yaw epor ,ixat ,sub CTR yb( syaw evif ni sllih alamuriT ot itapuriT morf levart

nac tsiruot eht nehT  .syaw 02 = 5 X 4 ni sllih alamuriT ot dabaredyH morf levart  
 
 

:eluR tcudorP fo noisnetxE   sksat gnimrofrep fo stsisnoc erudecorp a esoppuS T1 T , 2 T , . . . , m  .redro ni
 ni demrofrep eb nac iT  ksat esoppuS in   sksat eht retfa syaw T1 T , 2   T  , . . . , i-1  eht neht ,demrofrep era

 si redro detangised eht ni detucexe eb nac erudecorp eht syaw fo rebmun n , . . . , 3n , 2n , 1n m 
21.1 elpmaxE  

 
 rof sezis ruof ni semoc tI .noisrev elamef dna elam a sah sroloc 21 ni elbaliava trihs dnarb ”samrahC“

i semoc ,xes hcae  fo sepyt tnereffid fo srebmun eht nehT .yruxul dna dradnats ,ymonoce fo sekam eerht n
.882 = 3 X 4 X 2 X 21 era decudorp strihs  

 
31.1 elpmaxE  

 
 a rehtie( tneduts 1 gnitceles fo syaw 03 = 21 + 81 era ereht ,ssalc a ni slrig 21 dna syob 81 era ereht fI

ro yob  .evitatneserper ssalc sa )lrig a  
 

41.1 elpmaxE  
 

 esoppuS  E  dna 01 naht ssel rebmun emirp a gnitceles fo tneve eht si  F  neve na gnitceles fo tneve eht si
 neht .01 naht ssel rebmun  E  ,emirp neve na si 2 esuaceb ,tuB .syaw 4 ni neppah nac  E  dna  F  neppah nac

i  4 + 4 ylno n – .syaw 7 = 1  
 

51.1 elpmaxE  
 

 .skoob namreG tnereffid 01 dna ,skoob hcnerF tnereffid 8 ,skoob hsilgnE tnereffid 6 sdloh flehskoob A
( era erehT i ( ;egaugnal hcae ni 1 ,skoob 3 gnitceles fo syaw 084 = )01( )9( )8( ) ii  syaw 42 = 01 + 8 + 6 )

les fo .segaugnal fo eno yna ni koob 1 gnitce  
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61.1 elpmaxE  

 
 84 = )8( )6( ni detceles eb nac koob hcnerF a dna koob hsilgnE nA .51.1 elpmaxE ni sa si oiranecs ehT
 ni ,koob namreG a dna koob hcnerF a ;syaw 06 = )01( )6( ni ,koob namreG a dna koob hsilgnE na ;syaw

.segaugnal 2 ni skoob 2 gnitceles fo syaw 881 = 08 + 06 + 84 era ereht suhT .syaw 08 = )01( )8(  
71.1 elpmaxE  

 
elpitlum a ni snoitseuq 8 eht fo hcae fI -  eht ,)gnorw 2 dna tcerroc 1( srewsna 3 sah noitanimaxe eciohc

i snoitseuq lla gnirewsna fo syaw fo rebmun .1656 = 83 s  
 

81.1 elpmaxE  
 

(P era erehT 6 ,6 6 027 = ) -  ereht dna ,REBMUN drow fo srettel eht morf edam eb nac taht ”sdrow“ rettel
4 063 = !2/!6 = )4 ,6(P era -  fo noitceles deredronu nA .”sdrow“ rettel r  eht fo tuo n  fo stnemele X  si

 na dellac r-  noitanibmoc of X  fo tesbus yna ,sdrow rehto nI . X  na si stnemele r htiw r-  fo noitanibmoc X  .
 fo rebmun ehT r-  ro snoitanibmoc r-  yb detoned si stcejbo tcnitsid n fo tes a fo stesbus  )r ,n( C  n“(

 .)”r esoohc  hcae roF r-  fo tesbus   X ( yratnemelpmoc euqinu si ereht  n – r)- bus  tnatropmi eht ecnehw ,tes
 noitaler )r ,n( C   =  n ,n( C –  .)r  etaulave oT )r ,n( C  na taht eton , r-  noitatumrep  na fo n-  tes  X  si

 emos fo noitatumrep a ylirassecen r-  fo tesbus X  tcnitsid revoeroM . r-  tcnitsid etareneg stesbus r-
r mus eht yb ,ecneH .snoitatumrep ,elu  

 
   )r ,r(P +…+)r ,r(P + )r ,r(P = )r ,n(P  
 

 fo rebmun eht si thgir eht no smret fo rebmun ehT r-  fo tesbus X .e.i ;   .)r ,n( C  suhT  
( P r ,n )-  noitaler tnatropmi eht ecnehw ,tesbus  n ,n( C = )r ,n( C – .)r  

 
91.1 elpmaxE  

 
pmoc 21 fo gnitsisnoc ssalc a morF  a ,srojam scitsitats 9 dna ,srojam scitamehtam 01 ,srojam ecneics retu

 .demrof eb ot si srojam scitsitats 3 dna ,srojam scitamehtam 4 ,srojam ecneics retupmoc 4 fo eettimmoc
 era erehT  

 
 
 
 

fo syaw 012 = )4 ,01(C ,srojam ecneics retupmoc 4 gnisoohc fo syaW   ,srojam scitamehtam 4 gnisoohc
 fo syaw fo rebmun eht ,elur tcudorp eht yB .srojam scitsitats 3 gnisoohc fo syaw 48 +)3 ,9(C dna

.008,137,8 = )48()012()594( suht si eettimmoc a gnimrof  
 
 

5949.5.11
1.2.3.4

9.01.11.21
!8!4
!21)4,21(C
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02.1 elpmaxE  
 

 eettimmoc a nac syaw ynam woh ni 81.1 elpmaxE ot refeR  hcus demrof eb srebmem 9 ro 6 fo gnitsisnoc
?detneserper yllauqe era srojam 3 lla taht  

 
 ni demrof eb nac )puorg hcae morf 2 htiw(6 fo eettimmoc A  )2,9(C.)2,01(C.)2,21(C  .syaw 029,601 =

)puorg hcae morf 3 htiw( 9 fo eettimmoc a gnimrof fo syaw fo rebmun ehT   si  )3,9(C.)3,01(C.)3,21(C  =
 = 006,712,2 + 029,601 si eettimmoc a gnimrof fo syaw fo rebmun eht elur mus eht yb ,nehT .006,712,2

.025,423,2  
 

12.1 elpmaxE  
 

 morf nam a dna namow a gnisoohc fo syaw fo rebmun eht dniF .ytrap a ni selpuoc deirram 51 era erehT
t  era owt eht taht hcus ytrap eh )a(   ,rehto hcae ot deirram )b(  .rehto hcae ot deirram ton  
 

)a(   oS .nesohc yllacitamotua dnabsuh reh ,nesohc si namow a ecnO .syaw 51 ni nesohc eb nac namow A
.51 si elpuoc deirram a gnisoohc fo syaw fo rebmun eht  

)b(   namow A  eht fo tuO .dnabsuh reh si eno ,ytrap eht ni nem 51 eht gnomA .syaw 51 ni nesohc eb nac
.syaw 012 = )41()51( sevig eht elur tcudorp ehT .syaw 41 ni nesohc eb nac eno ,nem rehto 41  

 
22.1 elpmaxE  

 
 fo rebmun eht dniF )a(  2-  ,srebmun neve tigid 2 )b( -  ddo tigid  ,srebmun  )c( 2-  htiw srebmun ddo tigid

 dna ,stigid tcnitsid  )d( 2- .stigid tcnitsid htiw srebmun neve tigid  
 

 teL  E  dna ,noitisop ’stinu eht rof tigid a gnisoohc fo tneve eht eb  F   eht rof tigid a gnisoohc  tneve eht eb
.noitisop ’snet  

 
 E )a( 5 ni enod eb nac   ;syaw  F  gniod fo syaw fo rebmun ehT .syaw 9 ni enod eb nac  F  dneped ton seod

 woh nopu E eht ,ecneh ;enod si  { ecneuqes F ,E .syaw 54 = )9()5( ni enod eb nac }  
 

)b(   ni sa si tnemugra ehT )a( 2 54 era ereht : - .srebmun ddo tigid  
 

)c(   fI F mun eht ,tsrif enod si  gniod fo syaw fo reb  E  woh nopu sdneped  F  ylppa tonnac ew os ;enod saw
{ ecneuqes eht ot elur tcudorp eht E ,F { ecneuqes eht ot elur tcudorp eht ylppa nac ew tuB .} F ,E  .}

of seciohc 8 era ereht eseht fo hcae rof dna ,tigid ’stinu eht rof seciohc 5 era erehT  oS .tigid ’snet eht r
{ ecneuqes eht F ,E 2 04 era ereht ,.e.i ;syaw 04 ni enod eb nac } - .stigid tcnitsid htiw srebmun ddo tigid  

 
)d(  0 si tigid ’stinu eht fI .sesac owt hsiugnitsid eW - yaw 1 ni dehsilpmocca eb nac hcihw -  tigid ’snet eht

yaw 9 ni nesohc eb nac  .syaw 8 ni nesohc eb nac tigid ’snet eht ,tigid ’stinu sa nesohc si 8 ro ,6,4,2 fI .s
.syaw 14 = )8()4(+)9()1( fo latot a evig selur tcudorp dna mus eht suhT  
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32.1 elpmaxE  
 

.stigid 4 ro 3 yb dewollof tebahpla eht fo rettel a  fo stsisnoc drowssap retupmoc A  dniF  
 

 )a( dna ,detaerc eb nac taht sdrowssap fo rebmun latot eht   )b(  tigid on hcihw ni sdrowssaP fo rebmun eht
.staeper  

 
 )a( 4 fo rebmun ehT - 5 fo rebmun eht dna ,)01()01()01()62( si sdrowssap retcrahc -  si sdrowssap retcrahc

orp eht yb ,)01()01()01()01()62(  = 000,062 + 000,62 si sdrowssap fo rebmun latot eht oS .elur tcud
.elur mus eht yb ,000,682  

 
)b(  4 fo rebmun ehT - 5  fo rebmun eht ,027,81 = )8()9()01()62( si sdrowssap retcrahc -  sdrowssap retcrahc

.067,941 fo latot a rof ,040,131 = )7()8()9()01()62( si  
 
 

xE 42.1 elpma  
 

 rieht ni 5 eno dna ,4 eno ,3 eno yltcaxe niatnoc sregetni evitisop 000,001 tsrif eht gnoma ynam woH
?noitatneserper lamiced  

 
5 eht daetsni redisnoc yam ew taht raelc si tI -  ni eb nac 3 tigid ehT .99999 hguorht 00000 srebmun ecalp

 eht fo eno yna  eht nehT .secalp gniniamer eht fo eno yna ni eb nac 4 tigid eht yltneuqesbuS .secalp 5
 suhT .stigid 7 yb dellif eb yam hcihw fo rehtie ,tfel secalp 2 era erehT .secalp 3 fo eno ni eb nac 5 tigid

etac derised eht ni sregetni 0492 = )7()7()3()4()5( era ereht .yrog  
 

52.1 elpmaxE  
 

3 fo rebmun eht dniF - .stigid detaeper on htiw srebmun neve tigid  
 

12.1 melborp yB )d(  roF .syaw 14 ni dellif ylsuoenatlumis eb nac snoitisop ’stinu dna ’sderdnuh eht ,
ecneH .syaw 8 ni dellif eb nac noitisop ’snet eht ,syaw eseht fo hcae   = )8()14( si rebmun derised eht

.syaw823  
 

62.1 elpmaxE  
 

 sdrawkcab dna sdrawrof emas eht sdaer taht sretcarahc fo ecneuqes etinif a si emordnilap A
7 fo srebmun eht dniF .]GNUDUNG[ - 8 dna tigid -  tigid on taht noitcirtser eht rednu ,semordnilap tigid

eppa yam .eciwt naht erom ra  
 

rorrim eht yB -  htgnel fo( emordnilap a fo yrtemmys n tsrif eht ylno ,) └(n 2/)1+ ┘  eb deen snoitisoP
 9 era ereht ,0 eb ton yam tigid tsrif eht ecniS .shtgnel htob rof 4 si rebmun siht esac ruo nI .deredisnoc
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01 neht era erehT .noitisop tsrif eht llif ot syaw - 01 ;noitisop dnoces eht llif ot syaw 9 = 1 -  rof syaw 8 = 2
01 ;driht eht -  rehtie fo srebmun cimordnilap 6354 = )7()8()9()9( era ereht suhT .htruof eht rof syaw 7 = 3

.htgnel  
 

72.1 elpmaxE  
 

 yranib eht tnuoC .1 ro 0 eb yam tigid gnideeccus hcae dna 1 si stigid tsrif eht emordnilap yranib a nI
 htgnel fo semordnilap n. 

 
melborp eeS   evah ew ereH .52.1 └(n 2/)1+ ┘-  = 1 └(n- 2/)1 ┘  si rebmun derised eht os ,snoitisop eerf  

 
82.1 elpmaxE  

 
 regetni evitisop fo rosivid reporp A( .000,144 fo srosivid reporp fo rebmun eht dniF n  rosivid yna si

 dna 1 naht rehto n) 
 

 fo tcudorp sa desserpxe yleuqinu eb nac regetni ynA  = 000,144 ,suht ;srebmun emirp fo srewop
2( 3 3() 2 5() 3 7() 2 2( mrof eht fo eb tsum rebmun nevig fo ,reporpmi ro reporp ,rosivid ynA .) a 3() b 5() c 7() d  ,)

0 erehw  3 ni b ;syaw 4 ni nesohc eb nac a tnenopxe eht mgidarap siht ni .2≤d≤0 dna ,3≤c≤0 ,2≤b≤0 ,3≤a≤
 c ;syaw  eb lliw srosivid reporp fo rebmun latot eht ,elur tcudorp eht yb ,oS .syaw 3 ni d ;syaw 4 ni

 )3()4()3()4( – .241 = 2  
 

92.1 elpmaxE  
 

 htgnel fo secneuqes yranib lla fo tes eht eb X teL .1 ro 0 si tnemele yreve ecneuqes yranib a nI  .n  A
oB( noitcnuf gnihctiws  fo )noitcnuf naelo n  morf noitcnuf A si selbairav  X  eht dniF .}1 ,0{ = Y tes eht ot

 fo snoitcnuf gnihctiws tcnitsid fo rebmun  n selbairav . 
  

 si X fo ytilanidrac ehT  r 2 = n 2 si snoitcnuf gnihctiws fo rebmun eht oS . r. 
 

snoitatumreP 2.1  
 

nimaxe ot gniunitnoC  fo stnemegnarra raenil gnitnuoc ot won nrut ew ,tcudorp fo elur fo snoitacilppa e
dellac netfo era stnemegnarra esehT .stcejbo   snoitatumrep  llahs eW .tcnitsid era stcejbo eht nehw

itrats ,stnemegnarra raenil htiw gnilaed rof sdohtem citametsys emos poleved .elpmaxe lacipyt a htiw gn  
 

41.1 elpmaxE   
 

 raenil hcus ynam woH .erutcip a rof wor a ni detaes dna nesohc eb ot era evif ,stneduts 01 fo ssalc nI
?elbissop era stnemegnarra  
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 ,A fI .redro fo ecnatropmi eht setangised hcihw ,tnemegnarra si ereh drow yek ehT  etoned J ,I ,. . . ,C ,B
 hguoht neve ,stnemegnarra tnereffid hcus ereht era GFCBA dna ,BIFEC ,IFECB neht ,stneduts 01 eht

.stneduts evif emas eht evlovni owt tsrif eht  
 

 ew stneduts fo srebmun elbissop dna snoitisop eht redisnoc ew ,noitseuq siht rewsna oT  ni esoohc nac
.erudecorp ruo fo egats a si noitisop fo gnillif ehT .noitisop hcae llif ot redro  

 
   01  X 9  X  X    8   7 X 6 
    ts1              ht5                   ht4                  dr3                 dn2  

                     oitisop         noitisop   noitisop           noitisop           noitisop         n  
 
 

 ,ereh elbissop ton era snoititeper esuaceB .wor eht ni noitisop ts1 eht ypucco nac stneduts 01 eht fo hcaE
2 eht llif ot stneduts gniniamer enin eht fo eno ylno tceles nac ew dn  iunitnoC .noitisop  ew ,yaw siht ni gn

5 eht llif ot redro ni morf tceles ot stneduts xis ylno dnif ht   042,03 fo latot a sdleiy sihT .noitisop lanif dna
.01 fo ssalc eht morf detceles stneduts evif fo stnemegnarra elbissop  

 
 snoitisop eht fi deniatbo si rewsna emas eht yltcaxE  X 9 X 8 X 7 X 6 ,yleman tfel ot thgir morf dellif era

3 eht fi .01 dr  5 eht ,driht noitiso  ht4 eht ,dnoces noitisop ts1 eht ,tsrif dellif si noitisop ht   ,htruof noitisop
2 eht dna dn  ,03 ,eulav emas eht llits ,7 X 8 X 01 X 6 X 9 si rewsna neht htfif noitisop .042  

 
1.1 noitinifeD  

 
 ni yalp otni semoc netfo sregetni evitisop evitucesnoc niatrec fo tcudorp eht ,41.1 elpmaxE ni sA
 era ew nehw lufesu etiuq eb ot sevorp noitaton gniwollof eht ,yltneuqesnoC .smelborp noitaremune

tI .smelborp gnitnuoc hcus htiw gnilaed   erom a ni srewsna ruo sserpxe ot su wolla yltneuqerf lliw
.mrof tneinevnoc  

 
 regetni na roF      n  detoned( lairotcaf !n yb denifed si )  

 
  1 = !0  
  n()n( = !n - n()1 -  rof ,)1()2()3(.…)2  
 

idda ni ,021 = !5 dna ,42 = !4 ,6 = !3 ,2 = !2 ,1 = !1 taht sdnif enO hcae rof ,noit  
 .)!n( )1 + n( = !)1 + n(  
 

 .sworg !n tsaf woh rof noitaicerppa retteb tahwemos a teg ot yrt su tel ,rehtruf yna deecorp ew erofeB
 sdnoces fo rebmun eht yltcaxe si siht taht sneppah os tsuj ti dna ,008,826,3 = !01 taht etaluclac nac eW

xis ni   ni rebmun eht sdeecxE !21 ,raey eno ni sdnoces fo rebmun eht sdeecxE !11 ,yltneuqesnoC ,skeew
.yrutnec ni sdnoces fo rebmun eht sessapruS !31 dna ,sraey 21  

 

,0n

,1n
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ollof eht ni desserpxE eb nac 41.1 elpmaxE ni rewsna eht ,noitaton lairotcaf eht fo esu ekam ew fI  gniw
:mrof tcapmoc erom  

 
 

2.1 noitinifeD  
 

 fo noitcelloc a neviG n  noitatumrep a dellac si stcejbo eseht fo tnemegnarra )raenil( ynA .stcejbo tcnitsid
.noitcelloc eht fo  

 
 fo lla ,etumrep ro ,egnarra ot syaw xis era ereht ,c ,b ,a srettel eht htiw gnitratS  ,cab ,bca ,cba :srettel eht

 ezis hcus xis era ereht ,emit a ta srettel eht fo owt ylno gnignarra ni detseretni era ew fI .abc ,bac ,acb –  2
 .bc ,cb ,ac ,ca ,ab ,ba :snoitatumrep  

 
 era ereht fI n  dna stcejbo tcnitsid  r  1 htiw ,regetni na si <  r  < yb neht ,n   rebmun eht ,tcudorp fo elur eht

 era stcejbo n eht rof r ezis fo snoitatumrep fo  
 

 n(  X    n   = )r ,n(P -  n(   X   )1 -  n(   X . . .  X   )2 - )1 + r  
                  htr                                dr3                dn2             ts1  

                            noitisop                       noitisop        noitisop        noitisop  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

n( /!n = 1 = )0 ,n( P ,0 r roF - n(/!n = )r ,n( P os ,!)0 -  0 lla rof sdloh !)r <  r  <  tluser siht fo esac laiceps A .n
 dna ,5 = r ,01 = n erehw ,41.1 elpmaxE si  eht ni stcejbo n eht fo lla gnitumrep nehW .042 ,03 = )5 ,01( P

.!n=!0/!n = )n ,n( P taht dnif dna n = r evah ew ,noitcelloc  
 

 n fi taht ,elpmaxe rof ,etoN  > n(/!n = )2 ,n( P neht ,2 - n(n = !)2 - n,n(P taht sdnif eno 3>n nehW .)1 -  = )3
n[/!n - n( - n()n(=!3/!n=!])3 - .)4()5(…)2_n()1  

 
 0 erehw ,r ezis fo snoitatumrep fo rebmun ehT  <  r < n(/!n= )r ,n( P si ,stcejbo n  fo noitcelloc a morf ,n -

 ).detaeper eb tonnac stcejbo eht hcihw ni stnemegnarra )raenil( stnuoc )r ,n( P taht rebmemeR( !)r
olla era snoititeper fi ,revewoH  htiw ,stnemegnarra elbissop rn era ereht tcudorp fo elur eht yb neht ,dew

 r > .0  
 
 

!5
!01

12345
12345678901678901

!)(
!
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51.1 elpmaxE   
 

 4(/!4 = )3 ,4( P si ”UTNJ“ drow fo srettel eht morf demrof srettel tcnitsid eerht fo sdrow fo rebmun ehT
- p fo rebmun eht ,dewolla era snoititeper fI .42=!)3  xis elbisso – .6904 = 64 si ecneuqes rettel  
 

61.1 elpmaxE  
 

( fi wor a ni detaes eb nemow thgie dna nem thgie nac syaw ynam woh nI a  ot txen tis yam nosrep yna )
( rehto yna b ( staes etanretla ypucco tsum nemow dna nem ) c  dna nem n rof tluser siht ezilareneg )  n

.nemow  
 

.stcejbo elbahsiugnitsidni 61 era nemow thgie dna nem thgie ereH  
 !61 = )61 ,61( P si stcejbo 61 mrof nesohc 61 snoitatumrep fo rebmun ehT )a  

.00009898722902 =  
)b  )tnereffid( tcnitsid era nemow dna nem ereH  

 
 )i   
 
 
 
  !8 !8 si syaw fo rebmun eht :tsrif gnittis naM  
 
 )ii   
 
 
 
  !8 !8 :tsrif gnittis namoW  
   ypucco nemow dna nem syaw fo rebmun eht suhT  
  !8 si ylevitanretlA  )!8(2 = !8 !8 + !8 2 

 
!)n2( :tis yam nosrep ynA )c           

    )!n(2 :ylevitanretla tis nemow dna neM 2 
 

71.1 elpmaxE  
 

 eht nac syaw ynam woh nI .nemow 01 dna nem 61 morf demrof eb ot si thgie fo eettimmoc A
( fi demrof eb eettimmoc a itcirtser on era ereht ) ( sno b ( nemow 4 dna nem 4 eb tsum ereht ) c  ereht )

( nemow fo rebmun neve na eb dluohs d ( nem naht nemow erom ) e .nem 6 tsael ta )  
 

)a    oS .snosrep 62 fo tes a fo tuo 8 esoohc ot si melborP .nemow dna nem neewteb noitcnitsid oN
uo nesohc era 8 syaw fo rebmun eht 7101 x 523127084.2 = )!81( !98 /!62 =  )8 ,62(C si 62 fo t  

M W M W M W M W M W M W M W M W 
8 8 7 7 6 6 5 5 4 4 3 3 2 2 1 1 

W M W M W M W M W M W M W M W M 

8 8 7 7 6 6 5 5 4 4 3 3 2 2 1 1 
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    esoohc egats dnoceS .)4 ,61(C yb nevig 61 fo tuo nem 4 esoohc egats tsriF   )b   tuo nemow 4
    syaw fo rebmun eht ,elur tcudorp gnisU .syaw)4 ,01(C ni 01 fo  fo gnitsisnoc eettimmoc eht hcihw ni  

     = )4,01(C )4,61(C si nemow dna nem 4  .002,283 = 012 x 028,1  
 

    2 fI    )c  i  8 gniniamer eht neht ,nesohc era nemow fo rebmun neve -2i      srebmem   eht fo
2 ,01(C ,elur tcudorp yB .nem eb dluohs eettimmoc i 8 ,61(C) -2i      nehT .)  w fo rebmun latot eht  si sya  

 
 
 
 

 rebmuntuo nemow taht os nemow erom ro 5 eb dluohs ereht ,8 si eettimmoc eht fo htgnerts eht ecniS )d
 .si syaw fo rebmun eht ,elur tcudorp gnisU .nem  

 
 
 
 
 

syaw fo rebmun eht ,tnemugra ralimis a yb teg ew erom ro 6 si nem fo rebmun eht nehW )e   sa  
 
 
 
 

81.1 elpmaxE  
 

 era srettel eht fo evif ylno fI .!8 si RETUPMOC drow eht ni srettel eht fo snoitatumrep fo rebmun ehT
8(/!8 = )5 ,8(P si )5 ezis fo( snoitatumrep fo rebmun eht ,desu -  srettel fo snoititeper fI .0276 = !3/!8 = !)5

mun eht ,dewolla era 21 elbissop fo reb - 8 si secneuqes rettel 21  01 x 278.6 = 01 . 

iii 28
61

2
014

1

iii 8
61018

5

iii 8
01618

5
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 )a(         )b(  
 

91.1 elpmaxE  
 

 LLAB ni srettel ruof eht fo stnemegnarra )raenil( fo rebmun eht ,81.1 elpmaxe ekilnU  =( !4 ton ,21 si
 nac ew ,stnemegnarra 21 eht teg oT .egnarra ot srettel tcnitsid ruof evah ton od ew taht si nosaer eht ,)42

.)a(1.1 elbat ni sa meht tsil  
L sa dehsiugnitsid era s’L owt eht fI 1 L , 2 sid fo snoitatumrep no saedi suoiverp ruo esu nac ew neht ,  tcnit

L ,A ,B slobmys tcnitsid ruof eht htiw ;stcejbo 1 L , 2  ni detsil era esehT .snoitatumrep 42=!4 evah ew ,
 ereht elbahsiugnitsidni era s’L eht hcihw ni tnemegnarra hcae rof taht slaever 1.1 elbaT .)b(1.1 elbaT

itsid htiw snoitatumrep fo riap a sdnopserroc ,yltneuqesnoC .s’L tcn  
 

)L ,L ,A ,B srettel eht fo stnemegnarra fo rebmuN( X 2  
  ,)2L ,1L ,A ,B slobmys eht fo snoitatumrep fo rebmuN( =  
 

 si LLAB ni srettel ruof eht fo stnemegnarra eht lla gnidnif fo melborp lanigiro eht ot rewsna eht dnA
.21 = 2/!4  

 
maxE 02.1 elp  

 
 ni srettel enin lla fo stnemegnarra eht redisnoc won ew ,91.1 elpmaxE ni depoleved aedi eht gnisU

.SESABATAD  
 ton era s’A eht hcihw ni stnemegnarra hcae rof dehsiugnitsid s’A eht htiw stnemegnarra 6 = !3 era erehT

AD ,elpmaxe roF .dehsiugnitsid 1 TA2 AB 3 AD ,SES 1 AT 3 AB 2 AD ,SES 2 AT 1 AB 3 AD ,SES 2 AT 3 AB 1  ,SES
AD 3 AT 1 AB 2 AD dna ,SES 3 AT 2 AB 1  eht evomer ew nehw ,SESABATAD ot dnopserroc lla SES
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AD tnemegnarra eht ot ,noitidda nI .s’A no stpircsbus 1 AT 2 AB 3  fo riap eht sdnopserroc ereht SES
A snoitatumrep 1 AT 2 AB 3S1 SE 2 na AD d 1 AT 2 AB 3S2 SE 1 ,yltneuqesnoC .dehsiugnitsid era s’S eht nehw ,  

 
 = )SESABATAD ni srettel eht fo stnemegnarra fo rebmuN( )!3()!2(  

            A ,D slobmys eht fo snoitatumrep fo rebmuN( 1 A ,T , 2 A ,B , 3 S , 1 S ,E , 2) 
    in eht fo stnemegnarra fo rebmun eht oS )!3!2(/!9 si SESABATAD ni srettel en  

  .042,03 =  
 

 owt roirp ruo ni taht eton ,slobmys detaeper htiw stnemegnarra rof elpicnirp lareneg a gnitats erofeB
 sihT .selpicnirp noitaremune suoiverp ot ti gnitaler yb melborp fo epyt wen a devlos ew selpmaxe

citcarp  dna etercsid fo snoitavired eht ni srucco netfo dna ,lareneg ni scitamehtam ni nommoc si e
.salumrof lanoitanibmoc  

 
 htiw stcejbo n era ereht fI n1  na fo stcejbo elbahsiugnitsidni  r ht   erehw ,epyt n1  + . . . + nr  = n  ereht neht ,

 era             rra )raenil(  nevig eht fo stnemegna n stcejbo  
 
 
 

12.1 elpmaxE   
 

 lla gnignarrA .aciremA htroN ot suonegidni ekans suomonev etihw dna nworb a si AGUASASSAM ehT
era ereht taht dnif eW .AGUASASSAM ni srettel eht fo  

 
 
 
 

era eseht gnomA .stnemegnarra elbissoP  
 
 
 
 

hcihw nI   neves eht fo stnemegnarra lla deredisnoc ew ,tluser tsal siht teg oT .rehtegot era s’A ruof lla
.G ,U ,M ,S ,S ,S ,)lobmys eno( AAAA slobmys  

 
22.1 elpmaxE   

 
 eht ni shtap )esacriats( fo rebmun eht enimreteD yx - p hcus hcae erehW ,)4 ,7( ot )1 ,2( morf enalp  si hta

 .giF ni senil eulb ehT .)U( drawpu tinu eno ro )R( thgir eht ot tinu eno gniog spets laudividni fo pu edam
.shtaP eseht fo owt wohs 1.1  

    
 

!...!!
!

21 rnnn
n

002,52
!1!1!1!3!4

!01

048
!1!1!1!1!3

!7



oeht hparG scirotanibmoC dna yr   24SC01  
 

I fo tpeD TIBJS ,ES   311  
 

 1.1 erugiF   

 
 

a( trap ni ,elpmaxe roF .spets laudividni eht detsil evah ew 1.1 .giF ni htap hcae htaeneB  )
 eno evom tsrif ew ,)1 ,2( tniop eht ta gnitrats taht setacidni U ,R ,R ,U ,R ,R ,U ,R tsil eht
 eht ot stinu owt yb dewollof ,])2 ,3( ot[ drawpu tinu eno neht ,])1 ,3( ot[ thgir eht ot tinu

hT .)4 ,7( tniop eht hcaer ew litnu ,no os dna ,])2 ,5( ot[ thgir  s’R evif fo stsisnoc htap e
.drawpu sevom rof s’U eerht dna thgir eht ot sevom rof  

 
 eht ,lareneg ni .s’U eerht dna s’R evif fo pu edam osla si erugif eht fo )b( trap ni htap ehT

 7 seriuqer )4 ,7( ot )1 ,2( morf pirt llarevo –  eht ot sevom latnoziroh 5 = 2  4 dna thgir –  1
 dna s’R evif fo tsil a ot sdnopserroc htap hcae ,yltneuqesnoC .drawpu sevom lacitrev 3 =
 fo stnemegnarra fo rebmun eht sa segreme shtap fo rebmun eht rof noitulos eht dna ,s’U

.65 = )!3 !5(/!8 si hcihw ,s’U eerht dna s’R evif eht  
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1 elpmaxE 32.  
 

 fi taht evorp dna tcartsba erom tib a gnihtemos od won eW n  dna k evitisop era  
  htiw sregetni n 2 = k  no seiler tnemugra ruo esuaceB .regetni na si k2/!n neht ,  

 a fo elpmaxe na si ti ,gnitnuoC foorp lairotanibmoc . 
 

 eht redisnoC n  slobmys x , 2x ,1x ,1x 2  ,.…………………… kx , kx  fo rebmun ehT .  
 eseht fo lla egnarra nac ew hcihw ni syaw n 2= k slauqe taht regetni na si slobmys  

 
 
 
 
 

 
 

2.1 erugiF  
 .deretnuocne ydaerla evah ew seno suoiverp ot melborp siht etaler ot yrt llahs eW

ratS .)b( dna )a( 2.1 .sgiF redisnoC  ew ,esiwkcolc gnivom dna elcric eht fo pot eht ta gnit
 eht ot dnopserroc hcihw ,FEBADC dna DCFEBA stnemegnarra raenil tcnitsid eht tsil

 stnemegnarra raenil rehto ruof ,owt eseht ot noitidda nI .stnemegnarra ralucric emas – 
BADCF dna ,BADCFE ,CFEBAD ,ADCFEB  E —  emas eht ot dnopserroc ot dnuof era

 tnemegnarra ralucric hcae sa hcumsani oS .)b( ro )a( ni sa stnemegnarra ralucric
 ,stnemegnarra raenil xis ot sdnopserroc  

= )F ,. . . ,B ,A fo stnemegnarra ralucric fo rebmuN( X 6 evah eW  
   egnarra raenil fo rebmuN( .!6 = )F……B ,A fo stnem  

 
   ralucric eht dnuora F.…,B ,A fo stnemegnarra 021 = !5 = 6/!6 era erehT ,yltneuqesnoC

.elbat  
 
 

k

fosrotcafk

nn
2

!
!2...!2!2

!
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52.1 elpmaxE  
 

 ,A taht dna selpuoc deirram eerht era 42.1 elpmaxE fo elpoep xis eht taht won esoppuS
t tnaw eW .selamef eht era C dna ,B  eht taht os elbat eht dnuora elpoep xis eht egnarra o

 deniatbo eb nac eno fi lacitnedi deredisnoc era stnemegnarra ,niaga ecnO( .etanretla sexes
).noitator yb rehto eht morf  

 
,dohtem evitanretla na yb 42.1 elpmaxE evlos su tel ,melborp siht evlos ew erofeB   hcihw

 .giF ni nwohs sa elbat eht ta A ecalp ew fI .melborp tneserp ruo gnivlos ni su tsissa lliw
.llif ot F,…,C ,B gnisU .dellif eb ot niamer )A morf esiwkcolc( snoitacol evif ,)a(3.1  

 
 

3.1 erugiF  
                            

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
tisop evif esehT  siht dna ,rennam raenil a ni F ,. . . ,C ,B gnitumrep fo melborp eht si snoi

.syaw 021 = !5 ni enod eb  
 

 .giF ni nwohs dohtem eht redisnoc ,sexes eht gnitanretla fo melborp wen eht evlos oT
wkcolc ,noitisop txen ehT .erofeb sa decalp si )elamef a( A .)b(3.1  dekram si ,A morf esi

 2F noitisop ,A morf esiwkcolc gniunitnoC .syaw eerht ni dellif eb nac dna )1 elaM( 1M
 ,tcudorp fo elur eht yb ,rennaM siht ni gnideecorP .syaw owt ni dellif eb nac )2 elameF(

ep xis eseht hcihw ni syaw 21 = 1 x 1 x 2 x 2 x 3 era ereht  on htiw degnarra eb nac elpo
 .rehto hcae ot txen detaes nemow ro nem owt  
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meroehT laimoniB ehT :snoitanibmoC 3.1  
 
 

 ,sbulC :stius ruof gnisirpmoc sdrac 25 fo stsisnoC sdraC gniyalp fo kceD dradnats ehT
sdrac 31 sah tius hcaE .sedaps dna ,straeh ,dnomaid  .gnik ,neeuq ,kcaj ,01 ,9 ,…,3 ,2 ,eca :

 tuohtiw dna noisseccus ni ,kced dradnats a morf sdrac eerht ward ot deksa era ew fI
era ereht tcudorp fo elur eht yb neht ,tnemecalper  

 
 
 

gniK( DK ,)sbulc enin( C9 ,)straeh fo eca( HA si hcihw fo eno ,seitilibissop   fo
 eht taht os kced eht morf emit eno ta sdrac eerht tceles ylpmis ew daetsni fI .)sdnomaid

regnol on si sdrac eht fo noitceles fo  redro  HA - C9 - HA ,DK - DK - C9 ,C9 - HA - C9,DK -
DK - DK ,HA - C9 - DK dna ,HA - HA -  .noitceles )deredronu( eno tsuj ot dnopserroc lla C9

esnoC  ,redro ot ecnerefer on htiw ,sdrac eerht fo ,noitanibmoc ro ,noitceles hcae ,yltneuq
otni setalsnart siht mrof noitauqe nI .sdrac eerht fo snoitatumreP !3 ot sdnopserroc  

 
  )25 fo kced a morf 3 ezis fo noitceles fo rebmuN( x )!3(  
  snoitatumrep fo rebmuN =  sdrac 25 eht rof 3 ezis fo  
 

 ni kced dradnats a morf ,tnemecalper tuohtiw ,nward eb nac sdrac eerht ,yltneuqesnoC
.syaw 001,22 = )!94 !3(/!25  

 
 ,stcejbo eseht fo r fo ,noitanibmoc ro ,noitceles hcae ,stcejbo tcnitsid n htiw trats ew fI

 ot ecnerefer on htiw  .stcejbo n eht morf r ezis fo snoitatumreP !r ot sdnopserroc ,redro
 si n ezis fo noitcelloc a morf r ezis fo snoitanibmoc fo rebmun eht suhT  

 
 
 
 

 era      dna )r ,n( C htoB .desu yltneuqerf si     lobmys eht )r ,n( C ot noitidda nI
hc n“ daer semitemos  n lla rof taht etoN ”.r esoo  rof ,rehtruF .1 = )n ,n( C = )r ,n( C ,0 ≥

 n lla n ,n( C = )1 ,n( C ,1 ≥ -  0 nehw .n = )1  )r ,n( C neht ,r < n ≤  
 sevlesruo ksa dluohs ew ,melborp gnitnuoc yna htiw gnilaed nehW !esiw eht ot drow A

i redro fo ecnatropmi eht tuoba  fo smret ni kniht ew ,tnaveler si redro nehw ,melborp eht n
 ,tnaveler ton si redro nehW .tcudorp fo elur eht dna stnemegnarra dna snoitatumrep

.melborp eht gnivlos ni elor yek a yalp dluoc snoitanibmoc  
 
 
 

)3,25(
!94
!25051525 P
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62.1 elpmaxE  
 

f ytrap rennid a gnivah si ssetsoh A  esuaceB .eettimmoc ytirahc reh fo srebmem emos ro
 ton si redrO .srebmem eettimmoc 02 eht fo 11 ylno etivni nac ehs ,emoh reh fo ezis eht fo
 069 ,761 = )!9 !11(/!02 =       = )11 ,02( C ni ”11 ykcul eht“ etivni nac ehs os ,tnatropmi

 eht ecno ,revewoH .syaw  ralugnatcer reh dnuora meht segnarra ehs woh ,evirra 11
 fo yroeht fo trap on ,yletanutrofnU .melborp tnemegnarra na si elbat gninnid
 ohw ”enin dedneffo eht“ htiw laed ssetsoh ruo pleh nac snoitatumrep dna snoitanibmoc

.detivni ton erew  
 

72.1 elpmaxE  
 

yL  eno llaBrewoP rof ezirp dnarg eht niw oT .tekcit llaBrewoP a yub ot ediced ittaP na nn
 eht hctam osla tsum neht dna evisulcni 94 ot 1 morf detceles srebmun evif hctam tsum

neewteb( srebmun evif eht stceles nnyL .evisulcni 24 ot 1 morf regetni na ,llabrewop   1
 .)redro evlovni ton seod gnihctam ecnis( syaw     ni od nac ehs sihT .)evisulcni 94 dna

 llabrewop eht stceles ittaP elihwnaeM –  yb ,yltneuqesnoC .seitilibissop        era ereht ereh
ieht rof srebmun xis eht tceles nac ittaP dna nnyL ,tcudorp fo elur eht  tekcit llaBrewoP r

.syaw 821,980,08=                 ni  
 
 
 
 

82.1 elpmaxE  
 

)a   yasse 01 fo neves yna rewsna ot detcerid si noitanimaxe yrotsih a gnikat tneduts A
 eht rewsna nac tneduts eht os ,ereh redro tuoba nrecnoc on si erehT .snoitseuq

 ni noitanimaxe  
 
 

 
         snoitseuq ruof dna evif tsrif eht morf snoitseuq eerht rewsna tsum tneduts eht fI )b

 01 =       ni evif tsrif eht morf detceles eb nac snoitseuq eerht ,evif tsal eht morf
neH .syaw 5 =       ni detceles eb nac snoitseuq ruof rehto eht dna ,syaw  eht yb ,ec

 = 5 X 01 =                ni noitanimaxe eht etelpmoc nac tneduts eht ,tcudorp fo elur
.syaw 05  

 tsum tneduts eht taht etacidni noitanimaxe siht no snoitcerid eht dluohs ,yllaniF )c
tceles era eerht tsael ta erehw snoitseuq 01 eht fo neves rewsna  tsrif eht morf de

:redisnoc ot sesac eerht era ereht neht ,evif  
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)i   eht yb :evif fo ruof dna snoitseuq evif tsrif eht fo eerht srewsna tneduts ehT
 trap ni sa ,syaw 05 = 5 X 01 =                ni neppah nac siht tcudorp fo elur

.)b(  
 

 )ii  srif eht fo ruoF  era snoitseuq evif tsal eht fo eerht dna snoitseuq evif t
 syaw 05 = 01 X 5 =               ni tuoba emoc nac siht :tneduts eht yb detceles

–  .tcudorp fo elur eht yb niaga  
 

 owt dna snoitseuq evif tsrif eht fo evif lla rewsna ot sediced tneduts ehT   )iii                                                                 
o elur ehT :evif tsal eht fo  tsal taht su sllet tcudorp f               ni rucco nac esac

.syaw 01 = 01 X 1 =  
 
 
 
 

f ew mus fo elur eht yb ,)iii( dna ,)ii( ,)i( sesac rof stluser eht gninibmoC  eht taht dni
  ekam nac tneduts                   neves  fo snoitceles 011 = 01 + 05 + 05 =

 evif tsrif eht fo eerht tsael ta sedulcni noitceles hcae erehw snoitseuq )01 fo tuo(
.snoitseuq  

 
 
 

92.1 elpmaxE  
)a  in tceles tsum rehcaet myg eht ,loohcS hgiH lledyR tA  dna roinuj eht morf slrig en

 nac ehs ,sroines 52 dna sroinuj 82 era ereht fI .maet llabyellov a rof sessalc roines
.syaw 055,316,134,4 =         ni noitceles eht ekam  

 
 )b   neht ,maet eht no eb tsum dna srekips tseb eht era roines eno dna sroinuj owt fI

t .syaw 007,098,51         =         ni nesohc eb nac maet eht fo tser eh  
 

 .sroines evif dna sroinuj ruof esirpmoc tsum maet taht tnemanruot niatrec a roF )c
        sah ehs snoitceles eseht fo hcae roF .syaw      ni sroinuj ruof eht tceles nac rehcaet ehT

w  reh tceles nac ehs ,tcudorp fo elur eht yb ,yltneuqesnoC .sroines evif eht esoohc ot sya
.tnemanruot ralucitrap siht rof syaw 057,638,780,1 =              ni maet  

 
 

 ro stnemegnarra rehtie fo tniopweiv eht morf detaert eb nac smelborp emoS
ped ,snoitanibmoc  elpmaxE gniwollof ehT .noitautis eht sezylana eno woh no gnidne
.siht setartsnomed  
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03.1 elpmaxE  
 hcae slrig enin fo smaet llabyellov ruof pu ekam tsum 92.1 elpmaxE fo rehcaet myg ehT

es ehs nac syaw ynam woh nI .ssalc .E.P reh ni slrig namhserf 63 eht morf  ruof eseht tcel
.D dna ,C ,B ,A smaet eht llaC ?smret  

 
)a   .syaw ni          dellorne 63 eht morf slrig enin yna tceles nac ehs ,A maet mrof oT

  dna       sevael sihT .seitilibissop       sdleiy ssecorp noitceles eht B maet roF  
C smaet tceles ot syaw elbissop   eht ,tcudorp fo elur eht yb oS .ylevitcepser ,D dna

  ni nesohc eb nac smaet ruof  
 
 
 

      :swollof sa pu denil stneduts 63 eht redisnoc ,noitulos evitanretla na roF )b  
 
 
 
 

in dna s’C enin ,s’B enin ,s’A enin etubirtsid tsum ew ,smaet ruof eht tceles oT  ni s’D en
 fo rebmun eht si enod eb nac siht hcihw ni syaw fo rebmun ehT .secaps 63 eht
 eht won si sihT .D dna ,C ,B ,A fo hcae enin gnisirpmoc srettel 63 fo stnemegnarra

 si rewsna eht dna ,stcejbo tcnitsidnon fo stnemegnarra fo melborp railimaf  
 
 
 

en ruO  htob fo stpecnoc eht eriuqer smelborp emos woh tuo stniop elpmaxe tx
.snoitulos rieht rof snoitanibmoc dna stnemegnarra  

 
 
 
 

13.1 elpmaxE  
 si EESSAHALLAT ni srettel eht fo stnemegnarra fo rebmun ehT  

 
 

?s’A tnecajda on evah stnemegnarra eseht fo ynam woH  
    era ereht ,s’A eht dragersid ew nehW  
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 gniwollof eht ni nwohs si syaw 0405 eseht fo enO .srettel gniniamer eht egnarra ot syaW
.s’A eerht eht rof snoitacol elbissop enin etacidni sworra eht erehw ,erugif  

 
 
 

ni detceles eb nac snoitacol eseht fo eerhT          osla si siht esuaceb dna ,syaw 48 =
 fo elur eht yb ,H ,S ,L ,L ,T ,S ,E ,E fo stnemegnarra 9305 rehto eht lla rof elbissop
 EESSAHALLAT ni srettel eht fo stnemegnarra 063,324 = 48 X 0405 era ereht tcudorp

.s’A evitucesnoc on htiw  
 

gnideecorp erofeB    fo tsil fo mus eht gnitirw fo yaw esicnoc a ecudortni ot deen ew n  1 +
a ekil smret m a , 1+m a , 2+m a ,. . . , n+m  erehw , m  dna n  dna sregetni era n  si noitaton sihT .0 ≥

 rettel keerG latipac eht sevlovni ti esuaceb noitatoN amgiS eht dellac Σ  ot ti esu ew ;
r  gnitirw yb noitammus a tneserpe  
 
 
 

 rettel eht ,ereH i  lla rof stnuocca xedni siht dna ,noitammus eht fo xedni eht dellac si
 eht htiw gnitrats sregetni  timil rewol m  eht )gnidulcni dna( ot pu no gniunitnoC dna  reppu

 timil n + m . 
n gniwollof siht esu yam eW noitato  

 
                 si ereht rof  
  

 rettel eht tuoba laiceps gnihton i. 
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 ot rewsna eht sserpxe nac eno taht ees ew ,noitaton noitammus siht gnisu ,eromrehtruF
 sa 82.1 elpmaxE fo )c( trap  

 
 
 
 

taton wen siht rof esu dnif llahs eW  rehto ynam ni dna elpmaxe gniwollof eht ni noi
 koob siht fo redniamer eht tuohguorht secalp  

 
23.1 elpmaxE  

 
 ew ,segaugnal retupmoc fo yroeht eht dna yroeht gnidoc ciarbegla fo seiduts eht nI

 dellac ,stnemegnarra niatrec redisnoc sgnirts erp a morf pu edam ,  debircs tebahpla   fo
 neht ,elpmaxe rof ,2 dna ,1 ,0 slobmys eht fo stsisnoc tebahpla debircserp eht fI .slobmys
 fo sgnirts 72 eht gnomA .2 htgnel fo sgnirts enin eht fo evif era 02 dna ,21 ,12 ,11 ,10

.011 dna ,202 ,210,000 era 3 htgnel  
 

 fi ,lareneg nI n si  3 era ereht tcudorp fo elur eht yb neht ,regetni evitisop yna "  fo sgnirts
 htgnel n  fI .2 dna ,1,0 tebahpla eht rof x = x 1x2x3 x . . . n  enifed ew ,sgnirts eseht fo eno si

 fo thgiew eht x (tw detoned , x (tw yb ,) x  = ) x1 x+  2 x + 3 x +. . . + n 1(tw ,elpmaxe roF .  3 = )2
rof 6 = )222(tw dna ,3 = )012(tw ,2 = )l01(tw ;2 = n erehw esac eht rof 4 = )22(tw dna  

  n .3 =  
 

3 eht gnomA 01   .thgiew neve evah ynam woh enimreted ot hsiw ew ,01 htgnel fo sgnirts
eht ni s'1 fo rebmun eht nehw ylesicerp thgiew neve sah gnirts a hcuS  .neve si gnirts  

 
 gnirts eht fI .redisnoc ot sesac tnereffid xis era erehT x  eht fo hcae neht ,s'1 on sniatnoc

 ni snoitacol 01 x  012 era ereht tcudorp fo elur eht yb dna ,2 ro 0 rehtie htiw dellif eb nac
ht ,s'1 owt sniatnoc gnirts eht nehW .sgnirts hcus  eb nac s'1 owt eseht rof snoitacol e

2 era ereht ,deificeps neeb evah snoitacol owt eseht ecnO .syaw       ni detceles 8  ot syaw
2         era ereht ecneH .snoitisop thgie rehto eht ni 2 ro 0 rehtie ecalp 8  neve fo sgnirts

un ehT .s'1 owt niatnoc taht thgiew ni nevig era sesac ruof rehto eht rof sgnirts fo srebm  
.2.1elbaT  

 
 htgnel fo sgnirts fo rebmun eht ,mus fo elur eht yb ,yltneuqesnoC  

 si thgiew neve evah taht 01  
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  2.1 elbaT  

 
 fo luferac eb tsum ew netfO gnitnuocrevo —  yam tahw ni esira ot smees taht noitautis a

 woh setartsnomed elpmaxe txen ehT .smelborp noitaremune ysae rehtar eb ot raeppa
.tuoba emoc yam gnitnuocrevo  

 
33.1 elpmaxE  

 
)a  if sward nellE taht esoppuS  woh nI .sdrac 25 fo kced dradnats a morf sdrac ev

 era ew ereH ?sbulc on htiw dnah a ni tluser noitceles reh nac syaw ynam
evif lla gnitnuoc ni detseretni - sa hcus snoitceles drac  

 
)i  kcaj eht dna ,sdnomaid fo xis ,sedaps fo ruof ,sedaps fo eerht ,straeh fo ecA   fo

.sdnomaid  
   fo gnik em dna ,sdnomaid fo neves ,sedaps fo net ,sedaps fo neves ,sedaps fo eviF    )ii

.sdnomaid  
 )iii   eht dna ,sdnomaid fo net ,sdnomaid fo xis ,sdnomaid fo eerht ,sdnomaid fo owT

 .sdnomaid fo kcaj  
 

s ew ylesolc erom siht enimaxe ew fI  evif reh gnitceles ot detcirtser si nellE taht ee
 ekam nac ehs ,yltneuqesnoC .sbulc ton era taht kced em ni sdrac 93 eht morf sdrac

.syaw        ni noitceles reh  
 
 

s'1 fo rebmuN  
 

sgnirtS fo rebmuN  
 

s'1 fo rebmuN  
 

 sgnirtS fo rebmuN  
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evif s'nellE fo rebmun eht tnuoc ot tnaw ew esoppus woN )b -  taht snoitceles drac
 ta niatnoc  ni detnuoc ton erew taht snoitceles eht ylesicerp era esehT .bulc eno tsael

evif elbissop         era ereht ecnis dnA .)a( trap -  taht dnif ew ,latot ni sdnah drac  
 
                     069 ,895 ,2 = – 302,320,2 =  757,575  
 

evif lla fo - ta niatnoc sdnah drac  .bulc eno tsael  
 

 stnaw nellE ecnis ,elpmaxe roF ?yaw rehtona ni )b( trap ni tluser eht niatbo ew naC )c
evif eht ni bulc eno tsael ta evah ot -  nac ehs sihT .bulc a tceles tsrif reh tel ,dnah drac

of pu semoc tahw erac t'nseod ehs won dnA .syaw      ni od  oS .sdrac ruof rehto eht r
 tceles neht nac ehs ,kced dradnats reh morf nesohc bulc eno eht setanimile ehs retfa
 eht tnuoc ew ,tcudorp fo elur eht yb ,eroferehT .syaw       ni sdrac ruof rehto eht

sa ereh snoitceles fo rebmun  
 
   007,842,3 = 009,942 X 31 =  
 

 yb )b( trap ni taht naht regral si rewsna sihT !gnorw yletinifed si ereh gnihtemoS
 gnihtemos si rO ?)b( trap ni ekatsim a ekam ew diD .sdnah noillim eno naht erom

 ?gninosaer tneserp ruo htiw gnorw  
 

 stceles tsrif nellE taht esoppus ,elpmaxe roF  
  ht eht sbulc fo eer  

                           stceles neht dna  
     ,sbulc fo evif eht  
     ,sbulc fo gnik  
     dna ,straeh fo neves  
     .sedaps fo kcaj  
 

stceles tsrif ehs ,revewoh ,fI  
     sbulc fo evif eht  
 stceles neht dna  
     ,sbulc fo eerht eht  
      gnik ,sbulc fo  
     dna ,straeh fo neves  
     ,sedaps fo kcaj  

 ?denoitnem ew noitceles roirp eht morf tnereffid yllaer ereh noitceles reh si
 tsrif ehs erehw esac eht dnA !on ,yletanutrofnU  

.stceles  
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 sbulc fo gnik eht  

gnitceles yb siht swollof neht dna  
     ht ,sbulc fo eerht e  
     ,sbulc fo evif  
     dna ,straeh fo neves  
     sedaps fo kcaj  

.reilrae denoitnem snoitceles owt rehto eht morf tnereffid ton si  
 gnitnuocrevo era ew esuaceb gnorw si hcaorppa siht ,yltneuqesnoC —  gniredisnoc yb

ht fi sa snoitceles ekil .tcnitsid erew ye  
 

evif eht ecniS !seY ?)b( trap ni rewsna eht ta evirra ot yaw rehto yna ereht si tuB )d -
 esehT .redisnoc ot sesac evif era ereht ,bulc eno tsael ta niatnoc hcae tsum sdnah drac

ees ew 3.1 elbaT ni stluser eht morF .3.1 elbaT ni nevig era  ereht taht ,elpmaxe rof ,
evif               era -  ni detseretni era ew fI .sbulc owt yltcaxe niatnoc taht sdnah drac

cidni elbat eht ni stluser eht neht ,dnah eht ni sbulc eerht yltcaxe gnivah  ereht taht eta
   era  .sdnah hcus  

 
 

 ni sesac eht fo owt on ecniS evif yna evah 3.1 elbaT -  eht ,nommoc ni dnah drac
si bulc eno tsael ta htiw tceles nac nellE taht sdnah fo rebmun  
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3.1 elbaT  
 

sbulc fo rebmuN  
 

 ot syaW fo rebmuN
 rebmuN sihT tceleS

sbulC fo  
 

 sdraC fo rebmuN
sbulC toN erA tahT  

 

fo rebmuN   ot syaW
 rebmuN sihT tceleS

sbulc noN fo  
 

1 
 
 
2 
 
 
3 
 
 
4 
 
 
5 
 

 4 
 
 
3 
 
 
2 
 
 
1 
 
 
0 
 

 

 
 
 

.snoitanibmoc fo tpecnoc eht ot detaler stluser eerht htiw noitces siht esolc llahs eW  
 

 sregetni rof taht eton ew tsriF  ,r ,n htiw   n >  r >                    ,0  sihT .  dehsilbatse eb nac  
 
 
 
 
 
 
 

 gnilaed nehw taht evresbo ot referp ew tub ,     rof alumrof eht morf yllaciarbegla
 ezis fo noitceles a htiw r  fo noitcelloc a morf n  ssecorp noitceles eht ,stcejbo tcnitsid

 dniheb sevael  n – r            ,yltneuqesnoC .stcejbo       a fo ecnetsixe eht smriffa
 ezis fo snoitceles eht neewteb ecnednopserroc r  fo snoitceles eht dna )nesohc stcejbo(

 ezis  n - r  elbaT ni nwohs si ecnednopserroc siht fo elpmaxe nA .)dniheb tfel stcejbo(
 erehw ,4.1 n  ,5 = r a stcejbo tcnitsid eht dna ,2 = .5 dna ,4 ,3 ,2 ,1 er  
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 ni desu dna 5 retpahC ni denifed yllamrof erom eb lliw ecnednopserroc fo epyt sihT
.snoitautis gnitnuoc rehto  

.arbegla ni ecneirepxe tsap ruo morf meroeht a si tluser dnoces ruO  
 

1.1 meroehT  
 fI .meroehT laimoniB ehT x  dna y irav era  dna selba n neht ,regetni evitisop a si  

 
 
 
 
 
 
 
 

 fI .esac laiceps a enimaxe ew ,foorp lareneg eht gniredisnoc erofeB n  eht ,4 =
 fo tneiciffeoc 2y2x  tcudorp eht fo noisnapxe eht ni  

 
  )y+x(   )y+x(    )y+x(    )y+x(  
             ts1          dn2          dr3    4 ht  

     rotcaf  rotcaf           rotcaf   rotcaf  
 

 owt tceles nac ew hcihw ni syaw fo rebmun eht si x  ruof eht morf s' x  hcihw fo eno ,s'
 eht hguohtlA( .rotcaf hcae ni elbaliava si x  ew ,ecnaraeppa ni emas eht era s'

 eht sa meht hsiugnitsid x rotcaf tsrif eht ni  eht , x  eht dna , ... ,rotcaf dnoces eht ni x  ni
.rotcaf htruof eht  

 
 

 owt tceles ew nehw taht eton ew ,oslA x  owt htiw su gnivael ,srotcaf owt esu ew ,s'
 owt eht tceles nac ew hcihw morf srotcaf rehto y  ,elpmaxe roF ).dedeen era taht s'

itilibissop eht gnoma  )1( tceles nac ew ,se x  dna srotcaf owt tsrif eht morf y  eht morf
 )2( ro owt tsal  X  dna srotcaf driht dna tsrif eht morf y  .htruof dna dnoces eht morf

.snoitceles elbissop xis eht sezirammus 5.1 elbaT  
 

 fo tneiciffeoc eht ,yltneuqesnoC x2y2 oisnapxe eht ni ( fo n y + x ) 4  eht ,6 =        si
 tcnitsid ruof fo noitcelloc a morf stcejbo tcnitsid owt tceles ot syaw fo rebmun

.stcejbo  
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4.1 elbaT  
 

 stcejbO( 2 = r eziS fo snoitceleS
)nesohC  

 n eziS fo snoitceleS - 3 = r  
)dniheB tfeL stcejbO(  

2,1  .1  
3,1  .2  
4,1  .3  
5,1  .4  
3,2  .5  

4,2  .6  
5,2  .7  
4,3  .8  
5,3  .9  
5,4  .01  

5,4,3  .1  
5,4,2  .2  
5,3,2  .3  
4,3,2  .4  
5,4,1  .5  

5,3,1  .6  
4,3,1  .7  
5,2,1  .8  
4,2,1  .9  
3,2,1 .01  

 
5.1 elbaT  

 

x rof detceleS srotcaF  y rof detceleS srotcaF  

2,1   .1  
3,1   .2  
4,1   .3  
3,2   .4  

.5    4,2  
5,2   .6  

4,3   .1  
4,2   .2  
3,2   .3  
4,1   .4  

.5  3,1  

.6  2,1  
 

.esac lareneg eht fo foorp eht ot nrut ew woN  
:foorP  tcudorp eht fo noisnapxe eht nI  

 )y+x(   )y+x(   )y+x( . . . . . . . )y+x(  
   ts1    dn2     dr3                 ht4  
 rotcaF  rotcaF  rotcaF      caF rot  
 

tneiciffeoc ehT  fo  xkyn-k  0 erehw ,  <  k  <  ,n  hcihw ni syaw tnereffid fo rebmun eht si
tceles nac ew   k x  s’  yltneuqesnoc dna[ (  n - k  ) y  ]s’  eht morf n  enO( .srotcaf elbaliava

 esoohc ot si ,elpmaxe rof ,yaw x  tsrif eht morf k  dna srotcaf y  tsal eht morf  n – k 
 ezis fo snoitceles hcus fo rebmun latot ehT )srotcaf k  ezis fo noitcelloc a mrof n  C si

( k ,n .swollof meroeht laimonib eht siht morf dna ,       = )  
 
 

43.1 elpmaxE  
 

 taht ecitoN .tneiciffeoc laimonib a sa ot derrefer netfo si ,meroeht siht fo weiv nI  si ti
sa 1.1 meroehT fo tluser eht sserpxe ot elbissop osla  

 

k
n

.
0

knk
n

k

n yx
kn

n
yx



oeht hparG scirotanibmoC dna yr   24SC01  
 

I fo tpeD TIBJS ,ES   821  
 

 
 

fo tneiciffeoc eht taht swollof ti meroeht laimonib eht morF )a  x5y2  noisnapxe eht ni
)y + x( fo 7 12 =        =        si  

 
 fo tneiciffeoc eht niatbo oT )b a5b2  a2( fo noisnapxe eht ni - )b3 7, 2 ecalper a  yb x  dna

3b  yb y  fo tneiciffeoc eht meroeht laimonib eht morF . x5y2 )y + x( ni 7  dna si  
 
 
 
 
 

1.1 yralloroC  
 

 ,0 > n regetni hcae roF  
 
 
 
 
 
 
 
 

:foorP   = x nehW .1 = y = x tes ew nehw meroeht laimonib eht morf swollof )a( traP -
trap ,1 = y dna 1  .stluser )b(  

 
 eht dellac si dna meroeht laimonib eht sezilareneg tluser lanif dna driht ruO

meroeht laimonitlum    .  
 

2.1 meroehT  
 

 sregetni evitisop roF ,t ,n   fo tneiciffeoc eht         fo noisnapxe eht ni  
x( 1 x + 2 x + 3 x + . . . + t)n si  

 
 
 

 hcae erehW ni  htiw regetni na si  0 n ≤ i  ,n ≤  lla rof  1 t ≤ i ≤   dna ,  
n1 n + 2 n +  3 n + . . . + t .n =  
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 :foorP        fo tneiciffeoc eht ,meroeht laimonib eht fo foorp eht ni sA       
 tceles nac ew syaw fo rebmun eht si x1  morf n1  ,srotcaf n eht fo x2  morf n2  eht fo  

 n – n1 rotcaf gniniamer  ,s x3  morf n3  eht fo  n – n1 – n2  dna ,.… ,srotcaf gniniamer won
xt  tsal eht fo tn morf  n – n1 – n2 – n3 –  . . . – nt-1 n =  t    eb nac sihT .srotcaf gniniamer

ni ,03.1 elpmaxE fo )a( trap ni sa ,tuo deirrac  
 
 
 
 
 

 fo sliated eht redaer eht ot evael eW .syaw  lauqe si tcudorp siht taht gniwohs  
 ot  

 
 
 
   sa nettirw osla si hcihw  
 
 

 a dellac si dna tneiciffeoc laimonitlum  laimonib a ot secuder siht 2 = t nehW( .
)tneiciffeoc  

 
 

53.1 elpmaxE  
 

 fo noisnapxe eht nI )a )z + y + x( 7  laimonitlum eht morf swollof ti  eht taht meroeht
 fo tneiciffeoc x2y2z3  fo tneiciffeoc eht elihw ,012 =           =           si zyx 5  24 =          si

 taht dna x3z4 .53=             =             si  
 fo tneiciffeoc eht wonk ot deen ew esoppuS )b 5d2c3b2a   fo noisnapxe eht ni  b2 + a(

–  + c3 61)5 + d2  ecalper ew fI . a  yb v  , b2   yb w  , -  c3  yb x  yb d2 , y  yb 5 dna , z  ew neht ,
 ot meroehT laimonitlum eht ylppa nac )z + y + x + w + v( 61   eht enimreted dna

 fo tneiciffeoc v2w3x2y5z4  tuB .004,207,203 =                   sa  
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tiw snoitanibmoC 4.1 noititepeR h  
 

 rof taht nees evah ew ,dewolla era snoititeper nehW n  tnemegnarra na stcejbo tcnitsid
 ezis fo r  ni deniatbo eb nac stcejbo eseht fo nr  regetni na rof ,syaw r  nrut won eW .0 ≥

 a niatbo niaga ecno dna snoitanibmoc rof melborp elbarapmoc eht ot  melborp detaler
.selpicnirp noitaremune suoiverp ruo morf swollof noitulos esohw  

 
63.1 elpmaxE  

 
 a ta pots nemhserf loohcs hgih neves ,ecitcarp kcart morf emoh yaw rieht nO

 ,god toh a ,regrubeseehc a :gniwollof eht fo eno sah meht fo hcae erehw ,tnaruatser  a
 eht morf( elbissop era sesahcrup tnereffid ynam woH .hciwdnas hsif a ro ,ocat

?)tnaruatser eht fo tniopweiv  
 

 ,hciwdnas hsif dna ,ocat ,god toh ,regrubeseehc tneserper f dna ,t ,h ,c teL
p era meti hcae fo ynam woh htiw denrecnoc era ew ereH .ylevitcepser  ton ,desahcru

 ro ,snoitceles fo eno si melborp eht os ,desahcrup era yeht hcihw ni redro eht htiw
.noititeper htiw ,snoitanibmoc  

 
 fo snaem rehtona dna )a( nmuloc ni sesahcrup elbissop emos tsil ew 6.1 elbaT nI

.)b( nmuloc ni esahcrup hcae gnitneserper  
 

6.1 elbaT  
 
 
 
 
 
 

 
 

(
a
)

           )b(  
 

 tsrif eht fo tfel eht ot x hcae taht ezilaer ew 6.1 elbaT fo )b( nmuloc ni esahcrup a roF
 eht ,h na stneserper srab dnoces dna tsrif eht neewteb x hcae ,c a stneserper ) | ( rab

t neewteb s'x  driht eht fo thgir eht ot x hcae dna ,s’t rof dnats srab driht dna dnoces eh
 srab evitucesnoc eerht sah ,elpmaxe rof ,esahcrup driht ehT .f na rof sdnats rab

.1   ,c f ,t ,t ,h ,h ,c  

.2   f ,t ,h ,c ,c ,c ,c  

.3   f ,c ,c ,c ,c ,c ,c  

.4   f ,f ,f ,f ,t ,t ,h  

.5  f ,f ,t ,t ,t ,t ,t  

.6   t ,t ,t ,t ,t ,t ,t  

.7    f ,f ,f ,f ,f ,f ,f  

.8  x | x x | x x | x x  

.9  x | x | x | x x x x  
.01  x | | | x x x x x x  
.11  x x x x | x x | x |  
.21  x x | x x x x x | |  
.31  x x x x x | |  | x x  
.41  x x x x x x x | | |  
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 esahcrup htruof eht fo trats eht ta rab eht ;ocat ro god toh a thguob eno on esuaceb
aht setacidni .esahcrup taht ni sregrubeseehc on erew ereht t  

 
 ,stcejbo fo snoitcelloc owt neewteb dehsilbatse neeb sah ecnednopserroc a niaga ecnO
 ni snoitatneserper eht roF .noitcelloc eno ni rebmun eht tnuoc ot woh wonk ew erehw

emune era ew ,6.1 elbaT fo )b( nmuloc  slobmys 01 fo stnemegnarra lla gnitar
 tnereffid fo rebmun eht ecnednopserroc ruo yb os ,s'| eerht dna s'x neves fo gnitsisnoc

.si )a( nmuloc rof sesahcrup  
 
 

 eht ot dnopserroc )namhserf hcae rof eno( s'x neves eht taht eton ew elpmaxe siht nI
es eht fo ezis  elbissop 4 =1+3 eht etarapes ot dedeen era srab eerht eht taht dna noitcel

.nesohc eb nac taht smeti doof  
 

 ,noititeper htiw ,tceles ot hsiw ew nehW r  fo n  elbaT ni sa( dnif ew ,stcejbo tcnitsid
 fo stnemegnarra lla gniredisnoc era ew taht )6.1 r  dna s'x n -  rieht taht dna s'| 1

 si rebmun  
 
 
 
 

 ,emit a ta r nekat stcejbo n fo snoitanibmoc fo rebmun eht ,yltneuqesnoC  htiw
noititeper ( C si ,  r + n – r ,1 .)  

 ,63.1 elpmaxE nI( n  ,4 = r  rof elbissop si ti os ,7 = r  deecxe ot n  era snoititeper nehw
)dewolla  

 
 elpmaxE 73.1  

 
 fo nezod a tsael ta era ereht taht gnimussA .stunod fo sdnik 02 sreffo pohs tunod A

 21 + 02( C ni stunod nezod a tceles nac ew ,pohs eht retne ew nehw dnik hcae -  )21 ,1
 ereH( .syaw 525,021,141 = )21 ,13(C = n  ,02 = r ).21 =  

 
83.1 elpmaxE  

 
 tnediserP  )4( dna ,uoL yraM )3( ,eidloG )2( ,ytteB )1( :stnediserp eciv ruof sah neleH

 erehw ,skcehc sunob samtsirhC ni 0001$ meht gnoma etubirtsid ot sehsiw ehS .anoM
.001$ fo elpitlum a rof nettirw eb lliw kcehc hcae  

 

7
01

!3!7
!01

r
rn

nr
rn 1

!1!
!1
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)a  fo erom ro eno hcihw ni noitautis eht gniwollA   ,gnihton teg stnediserp eciv eht
 morf )001$ fo tinu hcae rof eno( 01 ezis fo noitceles a gnikam si neleH tnediserP

 ni enod eb nac sihT .noititeper htiw ,)stnediserp eciv ruof( 4 ezis fo noitcelloc a  
 01 + 4(C - .syaw 682 = )01 ,31(C = )01 ,l  

)b   era ereht fI  $ tsael ta eviecer dluohs tnediserp eciv hcae ,sgnileef drah on eb ot
 noitceles a gnikam htiw decaf won si neleH tnediserP ,noitcirtser siht htiW .001
 dna ,4 ezis fo noitcelloc emas eht morf )001$ fo stinu xis gniniamer eht( 6 ezis fo

ebmun won seciohc eht 6+4(C r -  eht ereh ,elpmaxe roF[ .48 = )6 ,9(C = )6,1
 gnihtyna teg ton seod ytteB :swollof sa deterpretni si 4 ,4 ,4,3 ,3 ,2 noitceles

artxe —  taht setacidni noitceles eht ni 2 eno ehT .noitceles eht ni 1 on si ereht rof
L yraM .001$ lanoitidda na steg eidloG  rof 001$( 002$ lanoitidda na seviecer uo

 lliw kcehc sunob s'anoM ,s'4 eerht eht ot euD .)noitceles eht ni s'3 owt eht fo hcae
].004$ = )001$(3 + 001$ latot  

 
 )c   eciv evitucexe sa ,anoM dna 001$ tsael ta teg tsum tnediserp eciv hcae ,fI

 ta steg ,tnediserp  nac neleH tnediserP syaw fo rebmun eht neht ,005$ tsael
si skcehc sunob eht etubirtsid  

 
 
 
 
 

 redisnoc won ew ,noititeper htiw snoitanibmoc gnizilitu selpmaxe dekrow gnivaH
.llew sa selpicnirp gnitnuoc rehto gnivlovni selpmaxe owt  

 
93.1 elpmaxE  

 
 ynam woh nI  ruof gnoma segnaro xis dna sananab neves etubirtsid ew nac syaw

 ?ananab eno tsael ta seviecer dlihc hcae taht os nerdlihc  
 

 eerht gniniamer eht syaw fo rebmun eht redisnoc ,ananab eno dlihc hcae gnivig retfA
lihc ruof eseht gnoma detubirtsid eb nac sananab  eht fo ruof swohs 7.1 elbaT .nerd

 )a( trap ni noitubirtsid dnoces eht ,elpmaxe roF .ereh gniredisnoc era ew snoitubirtsid
7.1 elbaT fo — 3 ,3 ,1 ,yleman —  dlihc tsrif eht nevig evah ew taht setacidni

 dlihc driht eht dna ananab lanoitidda eno )1 yb detangised(  owt )3 yb detangised(
 stneserper 7.1 elbaT fo )b( trap ni tnemegnarra gnidnopserroc ehT .sananab lanoitidda

 .srab eerht dna s'b eerht fo smret ni noitubirtsid siht  
 

slobmys xis esehT —  eht( epyt dnoces a fo srehto eerht dna )s'b eht( epyt eno fo eerht
)srab —  3+4(C = )3 ,6(C = )!3 !3(/!6 ni degnarra eb nac -  ,4 = n ereH[ .syaw 02= )3 ,1

)(
nis

007$006$005$

)2,124(01)0,103()1,113()2,123(

btrapnieuqinhcet
ehtgU

yltcaxe
steganoM

yltcaxe
steganoM

yltcaxe
steganoM

CCCC
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 eerht eht etubirtsid nac ew hcihw ni syaw 02 era ereht ,yltneuqesnoC ].3 = r
 lanoitidda  

 rof noitautis elbarapmoc eht sedivorp 8.1 elbaT .nerdlihc ruof eseht gnoma sananab
tsid slobmys enin gnignarra era ew esac siht nI .segnaro xis eht gnitubir —  eno fo xis

 rebmun eht taht nrael ew won oS .)srab eht( epyt dnoces a fo eerht dna )s'o eht( epyt
 = )!3 !6(/!9 si nerdlihc ruof eseht gnoma segnaro xis eht etubirtsid nac ew syaw fo

6 ,9(C  6+4(C = ) -  fo elur eht yb ,eroferehT ].6 = r ,4 = n ereH[ .syaw 48 = )6 ,1
 detats eht rednu tiurf eht etubirtsid ot syaw 0861 = 48 X 02 era ereht ,tcudorp

.snoitidnoc  
 
 

7.1 elbaT       8.1 elbaT  

.1   3 ,2 ,1  

.2   3 ,3 ,1  

.3   4 ,4 ,3  

.4   4 ,4 ,4  

.5  | b | b | b  

.6  | b b | | b  

.7  | b b | b |  

.8  b b b | | |  

 
        )a(        )b(      )a(              

)b(  04.1 elpmaxE  
 

1 fo pu edam si egassem A  a hguorht dettimsnart eb ot si dna slobmys tnereffid 2
 a dnes osla lliw rettimsnart eht ,slobmys 21 eht ot noitidda nI .lennahc noitacinummoc
 hcae neewteb secaps eerht tsael ta htiw ,slobmys eht neewteb secaps )knalb( 54 fo latot

lobmys evitucesnoc fo riap ?egassem a hcus dnes rettimsnart eht nac syaw ynam woh nI .s  
 

 eseht fo hcae rof dna ,slobmys tnereffid 21 eht egnarra ot syaw !21 era erehT
 ta eb tsum ereht esuaceB .slobmys 21 eht neewteb snoitisop 11 era ereht stnemegnarra

ccus neewteb secaps eerht tsael  tsum dna secaps 54 eht fo 33 pu esu ew ,slobmys evisse
 21 ezis fo ,noititeper htiw ,noitceles a won si sihT .secaps 21 gniniamer eht etacol won
 ni dehsilpmocca eb nac siht dna ,)snoitacol eht( 11 ezis fo noitcelloc a morf )secaps eht(

21+ 11( C — 46== )21 ,1 .syaw 646,6  
 

.1   4 ,3 ,3 ,2 ,2 ,1  

.2   4 ,4 ,4 ,2 ,2 ,1  

.3   3 ,3 ,3 ,2 ,2 ,2  

.4   4 ,4 ,4 ,4 ,4 ,4  

.5  0 | 0 0 | 0 0 | 0  

.6  0 0 0 | | 0 0 | 0  

.7  | 0 0 0 | 0 0 0 |  

.8  0 0 0 0 0 0 | | |  



oeht hparG scirotanibmoC dna yr   24SC01  
 

I fo tpeD TIBJS ,ES   431  
 

 eht htiw segassem hcus dnes nac rettimsnart eht tcudorp fo elur eht yb ,yltneuqesnoC
.syaw 4101 X 790.3 =        )!21( ni gnicaps deriuqer  

 
 rebmun htiw od ot erom evah ot sraeppa taht decudortni si aedi na elpmaxe txen eht nI

htiw naht yroeht   elpmaxe siht fo noitulos eht ,sselehtenoN .stnemegnarra ro snoitanibmoc
.snoititeper htiw snoitanibmoc gnitnuoc ot tnelaviuqe eb ot tuo nrut lliw  

 
14.1 elpmaxE  

 
noitauqe eht ot snoitulos regetni lla enimreteD  

 
x1 x + 2 x +   3 x + 4  erehw     ,7 = xi  rof 0 ≥  1 lla  ≤ i .4 ≤  
 

 si noitauqe eht fo noitulos enO x1 x ,3 = 2 x ,3 = 3 x ,0 = 4 1 =  a morf tnereffid si sihT( .
 sa hcus noitulos x1 x ,1 = 2 x ,0 = 3 x ,3 = 4 3 =  era sregetni ruof emas eht hguoht neve ,

 noitulos eht rof noitaterpretni elbissop A ).desu gnieb x1 3 = x , 2 x ,3 = 3 x ,0 = 4 1 =   taht si
 tcnitsid( nerdlihc ruof gnoma )stcejbo lacitnedi( seinnep neves gnitubirtsid era ew
 ,nerdlihc owt tsrif eht fo hcae ot seinnep eerht nevig evah ew ereh dna ,)sreniatnoc

 eht ot ynnep tsal eht dna ,dlihc driht eht ot gnihton  siht htiw gniunitnoC .dlihc htruof
 sdnopserroc noitauqe eht fo noitulos regetni evitagennon hcae taht ees ew ,noitaterpretni
 4 ezis fo noitcelloc a morf )seinnep lacitnedi eht( 7 ezis fo ,noititeper htiw ,noitceles a ot

ra ereht os ,)nerdlihc tcnitsid eht(  7+ 4(C e - .snoitulos 021 = )7,1  
 

:gniwollof em fo ecnelaviuqe eht ezingocer ew taht laicurc si ti tniop siht tA  
 

)a   noitauqe eht fo snoitulos regetni fo rebmun ehT  
 
 
 

 )b   .n ezis fo noitcelloc a morf r ezis fo ,noititeper htiw ,snoitceles fo rebmun ehT  
 

c  )       tcnitsid n gnoma detubirtsid eb nac stcejbo lacitnedi r syaw fo rebmun ehT
.sreniatnoc  

 
 eht nehw ylno dilav si )c( trap ,snoitubirtsid fo smret nI r  era detubirtsid gnieb stcejbo

 eht dna lacitnedi n  eht htob nehW .tcnitsid era sreniatnoc r a stcejbo  eht dn n  sreniatnoc
 eht fo yna tceles nac ew ,tcnitsid era n  teg dna stcejbo eht fo eno hcae rof sreniatnoc nr 

.tcudorp fo elur eht yb snoitubirtsid  
 

21
22

.1,0,...21 nixrxxx in
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 melborp eht evlos llahs ew ,lacitnedi era sreniatnoc eht tub tcnitsid era stcejbo eht nehW
lritS eht gnisu  hcihw ni ,esac lanif eht roF .)5 retpahC( dnik dnoces eht fo srebmun gni

 )9 retpahC( sregetni fo snoititrap fo yroeht eht ,lacitnedi era sreniatnoc dna stcejbo htob
.stluser yrassecen emos edivorp lliw  

 
E 24.1 elpmax  
 

 01 etubirtsid eno nac syaw ynam woh nI  tcnitsid xis gnoma selbram etihw )lacitnedi(
?sreniatnoc  

 
 snoitulos regetni evitagennon fo rebmun eht gnidnif ot tnelaviuqe si melborp siht gnivloS

x noitauqe eht ot 1 x + 2 x + … + 6  ,01 ezis fo snoitceles fo rebmun eht si rebmun tahT .01 =
 ,noititeper htiw  01 + 6(C si rewsna eht ecneH .6 ezis fo noitcelloc a morf —  )01 ,1  

.3003 =  
 

.noitceS siht fo emeht eht ot detaler selpmaxe rehto owt enimaxe won eW  
 
 

 .ecneics retupmoc fo aera eht morf snoitacilppa edivorp selpmaxe owt txen ruO
axe dnoces eht ,eromrehtruF  ew taht alumrof noitammus tnatropmi na ot dael lliw elpm

.sretpahc retal ynam ni esu llahs  
 
 

34.1 elpmaxE  
 

.selbairav regetni era k dna ,j ,i erehw ,tnemges margorp gniwollof eht redisnoC  
            rof i  =: 1  ot 02  od  
      rof j  = : 1  ot i od  
        rof k  = : 1  ot j od  
          tnirp )k + j * i(  
 

 eht si semit ynam woH  tnirp ?tnemges margorp siht ni detucexe tnemetats  
 

i redro eht ni( k dna ,j ,i rof seciohc elbissop eht gnomA - j ,tsrif - k ,dnoces -  lliw taht )driht
 eht fo noitucexe ot dael tnirp   ew ,tnemetats  dna ;1 ,01 ,51 )3( ;1 ,1 ,2 )2( ;1 ,1 ,1 )1( tsil

 eb ot snoitceles eht fo eno ton si 5 = k ,21 == j ,01 = i taht eton eW .7 ,01 ,51 )4(
 dnoces eht ni htrof tes noitidnoc eht setaloiv siht ;i = 01 > 21 = j esuaceb ,deredisnoc rof  

uof evoba eht fo hcaE .pool  eht erehw snoitceles r tnirp   eht seifsitas detucexe si tnemetats
 noitidnoc  1  htiw ,3 ezis fo )c ≤ b ≤ a( c ,b ,a noitceles yna ,tcaf nI .02 ≤ i ≤ j ≤ k ≤
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 :snoitceles tcerroc eht fo eno ni stluser 02 ....,3 ,2 ,1 tsil eht morf ,dewolla snoititeper
 eht yltneuqesnoC .c = i ,b = j ,a = k ,ereh tnirp  detucexe si tnemetats  

 
 
 

reht fI ( r neeb dah e  )1 ≥ rof   eht ,eerht fo daetsni spool tnirp   neeb evah dluow tnemetats
.semit                  detucexe  

44.1 elpmaxE  
 

 ,tnemges margorp siht nI .alumrof noitammus a evired ot tnemges margorp a esu ew ereH
 selbairav eht ,n ,j ,i  i era retnuoc dna  eht taht emussa ew ,eromrehtruF .selbairav regetn

 fo eulav n  .tnemges siht ot roirp tes neeb sah  
 
    0 = : retnuoc  
      rof i  = : 1  ot n od  
        rof j  = : 1  ot i od  
        1+ retnuoc = : retnuoc  
 

i tnemges siht retfa ,34.1 elpmaxE ni stluser eht morF  eht( fo eulav eht detucexe s
 )elbairav  retnuoc  eb lliw  

 
 

 tnemetats eht taht semit fo rebmun eht osla si sihT(  
 )*(   1+ retnuoc = : retnuoc  

 ).detucexe si  
 

 )*( dna 1 ot 1 morf seirav j neht ,1 =: i nehw :swollof sa deniatbo eb osla nac tluser sihT
cexe si  si )*( dna 2 ot 1 morf seirav j neht ,2 eulav eht dengissa si i nehw ;ecno detu

 detucexe si )*( dna ,3 eulav eht dengissa si i nehw 3 ot 1 morf seirav j ;eciwt detucexe
 1 rof ,lareneg ni ;semit eerht  )*( dna k ot 1 morf seirav j neht ,k =: i nehw ,n ≤ k ≤  si

 si )*( tnemetats eht dna[ detnemercni si retnuoc elbairav eht ,latot nI .semit k detucexe
.semit n+…+3+2+1 ]detucexe  

 
,yltneuqesnoC  

 
 
 
 

 owt ni tluser emas eht gnitnuoc yb deniatbo ,alumrof noitammus siht fo noitavired ehT
 a setutitsnoc ,syaw tnereffid  .foorp lairotanibmoc  
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      6 TINU  
 

NOISULCXE DNA NOISULCNI FO ELPICNIRP  
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 ,yltneuqesnoC .smret rehto eht fo yna ni ton tub , ni ecno dna
 ni ecno detnuoc si  neht ,snoitidnoc eht fo enon seifsitas  fI
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elpicnirP eht fo snoitazilareneG  
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slaimonyloP kooR  

 nI lairotanibmoc  scitamehtam  a , laimonylop koor   a si laimonylop gnitareneg   eht fo
non ecalp ot syaw fo rebmun -  gnikcatta skoor   a no draob   a ekil skool taht draobrekcehc  ;

.nmuloc ro wor emas eht ni eb yam skoor owt on ,si taht   eht fo tesbus yna si draob ehT
 htiw draob ralugnatcer a fo serauqs m  dna swor n  serauqs eht sa ti fo kniht ew ;snmuloc

 yranidro eht si draob ehT .koor a tup ot dewolla si eno hcihw ni draobssehc   serauqs lla fi
 dna dewolla era m  = n  dna dewolla era serauqs lla fi ezis yna fo draobssehc a dna 8 = m  =

n  ehT . tneiciffeoc   fo x k  laimonylop koor eht ni RB(x mun eht si )  syaw fo reb k  enon ,skoor
 fo serauqs eht ni degnarra eb nac ,rehtona skcatta hcihw fo B  ni degnarra era skoor ehT .

 na ,esnes siht nI .nmuloc ro wor emas eht ni skoor fo riap on si ereht taht yaw a hcus
i ,citats a no skoor fo gninoitisop eht si tnemegnarra  tnemegnarra eht ;draob elbavomm

.detcelfer ro detator si draob eht fi tnereffid eb )yllausu( lliw  

 yb denioc saw "laimonylop koor" mret ehT nadroiR nhoJ tavired s'eman eht etipseD  .  noi
 morf ssehc  gnitnuoc htiw noitcennoc rieht si slaimonylop koor gniyduts rof sutepmi eht ,

snoitatumrep  detcirtser htiw   draob A .noitisop B  eht fo tesbus a si taht n  × n  draobssehc
 fo snoitatumrep ot sdnopserroc n  ,... ,2 ,1 srebmun eht eb ot ekat yam ew hcihw ,stcejbo

n  rebmun eht taht hcus , aj  eht ni j-  nmuloc eht eb tsum noitatumrep eht ni noitisop ht
ewolla na fo rebmun  wor ni erauqs d j  fo B  syaw fo rebmun eht edulcni selpmaxe suomaF .

 ecalp ot n non - :no skoor gnikcatta  

  eritne na n  × n ;melborp lairotanibmoc yratnemele na si hcihw ,draobssehc  
  eht si siht ;neddibrof serauqs lanogaid sti htiw draob emas eht tnemegnared   ro

tah" - ;melborp "kcehc  
  sti evoba yletaidemmi dna lanogaid sti no serauqs eht tuohtiw draob emas eht

 fo noitulos eht ni laitnesse si hcihw ,)erauqs tfel mottob eht tuohtiw dna( lanogaid
 eht seganém sed emèlborp . 

1 ;,,2,1 fo stnemegnared fo rebmun eht
210
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 erup morf sesira ,noitisop detcirtser htiw snoitatumrep ni ,.e.i ,stnemecalp koor ni tseretnI
 ,scirotanibmoc deilppa dna yroeht puorg  , yroeht rebmun  dna , scisyhp lacitsitats  ehT .

 noitcnuf gnitareneg eht fo ytilitu eht morf semoc slaimonylop koor fo eulav ralucitrap
 eht taht tcaf eht morf osla dna ,hcaorppa seorez  nylop koor eht fo  edivorp draob a fo laimo

non fo rebmun eht ,.e.i ,stneiciffeoc sti tuoba noitamrofni elbaulav -  stnemecalp gnikcatta
 fo k .skoor  

noitinifeD  

 ehT laimonylop koor   draob a fo B  , RB(x  eht si ,) noitcnuf gnitareneg   fo srebmun eht rof
non fo stnemegnarra - :skoor gnikcatta  

 

 erehw rk  ecalp ot syaw fo rebmun eht si k non -  eht etipseD .draob eht no skoor gnikcatta
 fo rebmun mumixam a si ereht os etinif si draob eht ecnis ,mus etinif a si siht ,noitaton

non -  fo rellams eht naht skoor erom eb tonnac ereht ,deedni ;dloh nac ti skoor gnikcatta
i snmuloc dna swor fo rebmun eht .draob eht n  

.i  sdraob etelpmoC  
 erauqs no slaimonylop koor wef tsrif ehT n × n  htiw( era sdraob Rn  = RB :)  

 
1 a no taht snaem siht ,sdrow nI  ×  nac skoor orez dna ,yaw 1 ni degnarra eb nac koor 1 ,draob 1

2 etelpmoc a no ;)draob ytpme( yaw 1 ni degnarra eb osla  ×  ni degnarra eb nac skoor 2 ,draob 2
 1 ni degnarra eb nac skoor orez dna ,syaw 4 ni degnarra eb nac koor 1 ,)slanogaid eht no( syaw 2

yaw .sdraob regral rof htrof os dna ;  

 etelpmoc roF m × n  sdraob ralugnatcer Bm,n  etirw ew R n,m  =:  RBm,n  fo rellams ehT . m  dna n  eb nac
 rof timil reppu na sa nekat k  ylsuoivbo ecnis , rk =  fi 0 k (nim > m,n)  eht ni nwohs osla si sihT .

 rof alumrof R n,m (x .)  

r ehT  dezilareneg eht ot detaler ylesolc si draobssehc erauqs a fo laimonylop koo  erreugaL
laimonylop  Ln

α(x :ytitnedi eht yb )  
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.ii  slaimonylop gnihctaM  
 fo dnik eno fo esac laiceps a si laimonylop koor A laimonylop gnihctam w ,  gnitareneg eht si hcih

 fo rebmun eht fo noitcnuf k-  egde sgnihctam  .hparg a ni  

 laimonylop koor ehT Rm,n(x  eht ot sdnopserroc ) hparg etitrapib etelpmoc  Km,n  koor ehT .
 draob lareneg a fo laimonylop B �  Bm,n  secitrev tfel htiw hparg etitrapib eht ot sdnopserroc v1  ,

v2  ,... , vm  secitrev thgir dna w1  , w2  ,... , wn  egde na dna viwj ( erauqs eht revenehw i, j  ,dewolla si )
 ot sgnoleb ,.e.i B  fo taht ni deniatnoc ,esnes a ni ,si slaimonylop koor fo yroeht eht ,suhT .

.slaimonylop gnihctam  

 stneiciffeoc eht tuoba tcaf tnatropmi na ecuded eW rk bmun eht evig llacer ew hcihw , non fo re -
 fo stnemecalp gnikcatta k  ni skoor B  era srebmun eseht : raludominu  a ot esaercni yeht ,.e.i ,

umixam  fo meroeht eht morf )tnemugra dradnats a yb( swollof sihT .esaerced neht dna m
 hcihw taht morf eno tnereffid a( laimonylop gnihctam a fo seorez eht tuoba beiL dna nnamlieH

,)selbairav fo egnahc a rednu ti ot tnelaviuqe tub ,laimonylop koor a ot sdnopserroc   hcihw
.srebmun laer evitagen era laimonylop koor a fo seorez eht lla taht seilpmi  
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snoitisoP neddibroF htiw stnemegnarrA  
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7 TINU  

SNOITCNUF GNITARENEG  
 

 redisnoC .melborP eht  
  ynam woh nI .knarF dna ,yraM ,ecarG nerdlihc reh rof segnaro 21 syub derdliM

 ta steg knarF dna yraM ,ruof tsael ta steg ecarG taht os segnaro etubirtsid nac ehs syaw
?evif naht erom on steg knarF tub ,owt tsael  

p lla stsil elbat gniwollof ehT .snoitubirtsid elbisso  
 

F   M   G   F   M   G   F   M   G  
4 5   3   4    3    5   2    4    6  
5 4   4   3    4    5   3    2    7  
6 3   5   2    5    5   2    3    7  
7 2   6   4    2    6   3    2    8  

5   2   5   3    3    6  
 ot snoitulos regetni eht lla evah ew taht ees eW noitauqe eht  

snoitulos eht dnif ew ,elbat siht ni sesac owt tsrif eht gniredisnoC  
 .21 = 4 + 4 + 4 dna 21 = 5 + 3+ 4  

slaimonylop eerht ylpitlum ew nehW  

)1( .......  xxxx

xxxxxxxxxx
5432

6543287654

        
 

 niatbo ot syaw eht fo owT x 21  ;swollof sa era  
x tcudorp eht morF.1 4x3x5  erehw , x  4  morf nekat si x( 4 x + 5 x + 6 x + 7 x + 8) 

x dna  3  morf nekat si x( 2 x + 3 x + 4 x + 5 x + 6 x dna ) 3 x( morf 2 x + 3 x + 4 x + 5 .)  
 .2 x tcudorp eht morF 4x4x4 x tsrif erehw, 4 x dnoces eht ,laimonylop tsrif ni dnuof si 4  si

x driht dna dnoces ni dnuof 4 imonylop driht ni .la  
           eht niatbo ew taht esilaer ew ,ylesolc erom edils suoiverp ni )1(nqe eht gninimaxE

 tcudorp xixjxk telpirt yreve rof   )k ,j ,i(  .snoitulos elbissop fo elbat eht ni sraeppa taht
 fo tneiciffeoc eht yltneuqesnoC x 21    eht ni )x(f  rebmun eht stnuoc   hcihw snoitubirtsid fo

 .41 si  

noitubirtsid rof noitcnuf gnitareneg dellac si )x(f noitcnuf ehT
)2( .......  xxxx

xxxxxxxxxx)x(f
5432

6543287654

                                                  

 
 

 rotcaf ehT x( 4 x + 5 x + 6 x + 7 x + 8)  eht fo 8 ro 7 ro 6 ro 5 ro 4 evig nac ew taht setacidni
 hcae fo tneiciffeoc ehT .ecarG ot segnaro x  stcejbo lacitnedi era segnaro esuaceb eno si
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ylno si ereht dna   segnaro evif evig ot eno dna ecarG ot segnaro ruof etubirtsid ot yaw eno
 smret rehto eht ,hcae segnaro owt tsael ta teg tsum knarF dna yraM ecniS .no os dna x( 2 

x + 3 x + 4 x + 5 x + 6 x( dna ) 2 x + 3 x + 4 x + 5  ) htiw trats  x  2  ta pots ew knarf rof dna x5  os
taht  .segnaro f naht erom eviecer ton seod eh  

.osla rednu sa deledom eb nac emas ehT  
ot snoitulos regetni fo rebmun eht dniF  

.snoitubirtsid eht rof   a dellac si )(
.rewsna eht si ,41 si hcihw

,)()()(=)( ni  fo tneiciffeoc ehT

)(:

)(:

)(:

321
21

3
5432

3

2
65432

2

1
87654

1

noitcnufgnitarenegxf

xcxcxcxfx
xcxxxxc

xcxxxxxc
xcxxxxxc

 

 
:elpmaxE  

 ni ,snaeb sroloc yllej kcalb dna etihw ,neerg ,der fo rebmun 42 tsael ta era ereht fI
 syaw ynam woh  fo rebmun neve sah eh taht os seidnac eseht fo 42 tceles salguoD nac

?seno kcalb xis tsael ta dna snaeb etihw  

)......(:.4
)......1( :etihw .3

.detceles si enon taht si neerg eht rof ytilibissop
 eno esuaceb ,1 rof si 1 gnidael erehw ,......1 :neerG .2

.detceles si enon taht si der eht rof ytilibissop
 eno esuaceb ,1 rof si 1 gnidael erehw ,......1 :der .1

:gniwollof sa era sroloc htiw detaicossa slaimonylop ehT

42876

42642

0422

0422

xxxxkcalb
xxxx

xxxx

xxxx

 

 sihT .yllej kcalb thgie dna etihw thgie ,neerg eerht ,der evif si noitceles hcus enO
 morf sesira x5  ,rotcaf tsrif eht ni x3  ,rotcaf dnoces eht ni x8  dna rotcaf driht eht ni

X8  .rotcaf htrof eht ni  
 

:elpmaxE ?noitauqe eht rof ereht era snoitulos regetni ynam woH  

4
4

462522

4522

52522

4321

)1(
)1(

1++1=)(

ro ++1=)(

:noitcnuf gnitareneg eht ni
 fo tneiciffeoc eht si rewsna eht nehT .++1

yb debircsed eb nac ytilibissop eht , hcae roF
?41,0     ,52

x
x

xxxxxg

xxxxf

xxxx
c

iccccc

i

i
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:elpmaxE  
n eht rof noitcnuf gnitareneg eht enimreteD -  ,selppa fo snoitanibmoc

n hcae ni erehw sraep dna  segnarO,sananab -  ,nevE si selppa fo rebmun eht noitanibmoc
 ta si ereht dna ,4 dna 0 neewteb si segnaro fo rebmun eht ,ddo si sananab fo rebmun eht

.raep eno tsael   fo snoitulos largetni evitagennon fo rebmun eht gnidnif si melborp ehT
e1 e+ 2 e+ 3 e+ 4 n=  e erehw 1 e ,selppa fo rebmun stnuoc taht neve si 2  stnuoc taht ddo si

 ,sananab fo rebmun  0 e ≤  3 4 ≤   dna ,segnaro fo rebmun stnuoc taht e  4 1 ≥   stnuoc taht
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:6 fo snoititrap 11 redisnoc su teL  
1+1+1+1+1+1)1  2+1+1+1+1)2  3+1+1+1)3  
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 2+2+2     2+3+2   
 1+1+2+1+1     1+1+3+1+1   
 3+3     3+1+3   
 1+2+2+1     2+1+2+1 1+   
 2+1+1+2     2+1+1+1+2   
 1+1+1+1+1+1     1+1+1+1+1+1+1   

 = )4+2+1(+1  era ereht 7 rof taht dnif eW .7 dna 6 rof semordnilap era esehT
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2 era erehT .redro esrever ni ,noitisopmoc emas htiw edis tfel no hctam dna 1 siht 3-1  4 =
semordnilap( 3 fo snoitisopmoc  .)8,7,6,5  
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 retneC ta ngis + )vi   2=(4 3-1 emordnilap )  
2+1(+1 era ereht oS 1 2+ 2 2(+1 = ) 3- 2=)1 3 .6 rof semordnilap  
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:elpmaxE    ddo na rucco tsum sdnammus ddo hcus hcae tub sdnammus ddo otni noititraP

semit fo rebmu -  ,1 regetni fo noititrap hcus eno si ereht ,elpmaxe rof ,ereH .lla ta ton ro
titrap on era ereht ,yleman  3 yleman ,3 regetni rof snoititrap hcus owt era ereht ,2 fo snoi
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)Y(E enimreted oT .ti sessap ehs erofeb maxe  ,alumrof eht htiw trats ll’ew  
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 .1t rof segrevnoc seires siht erehw
....t4t3t21                                        

t1
1

td
d

)t1(
1)2()t-1()1-(

taht dnif ew ,sedis htob evitavired eht gnikat

.....ttt1
t1

1

32

2
2-

32

.ti sessap ehs erofeb semit 52.1 maxe ekat ot stcepxe ehs os

52.1
8.0

1
)8.0(
8.0

)2.01(
1)8.0(

......)2.0(4)2.0(3)2.0(21)8.0(

)2.0(y)8.0(

)8.0()2.0(y)yY(rP.y)Y(E

,eroferehT

22

32

1y

1y

1y

1y

1y

 

.1t rof segrevnoc olsa siht dna
.....t4t3t21                                       

)t1(
t

td
d

)t1(
t1

)t1(
)1()t1()2(t)1()t-1(

,teg ew won ,sedis htob etaitnereffiD

....t4t3t2t
)t-1(

t
,neht

.tluser suoiverp detaitnereffid eht t yb ylpitlim os od oT
.)Y(E tsrif dnif ew ,)Y(raV enimreted ot ,yllaniF

322222

234

2

432
2

2
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8
51

)8.0(
2.1           

)2.0-1(
2.01)8.0(           

....)2.0(4)2.0(3)2.0(21)8.0(           

)2.0(y)8.0(          

)8.0()2.0(y)yY(rPy)Y(E

,evah ew won oS

2

3

322222

1y

1y

2

1y

1y

2

1y

22

 

 

61
5                    

61
52-03                    

4
5

8
51                    

])Y(E[)Y(E)Y(raV        

,yltneuqesnoC

2

22

 

 
:snoitcnuF gnitareneG laitnenopxE  

G yranidro dellac era won tlaed evah ew snoitcnuf gnitareneg ehT  ,snoitcnuf gnitarene
 eht ot nrut su tel woN .tnavelerri saw redro erehw smelborp noitceles ni esora hcihw
 su tel loot a hcus dnif oT .loot a kees eW .laicurc dna tnaveler si redro erehw smelborp

Z ot sgnoleb n hcae roF .meroeht laimonib eht redisnoc +, 

...0,0,0,
n

n
,.....,

n

3
,

n

2
,

n

1
,

n

0

,ecneuqes eht rof noitcnuf gnitareneg yranidro eht si nx1 os

,nx
n

n
.....3x

n

3
2x

n

2
x

n

1

n

0
nx1

 htiw gnilaed nehW

 a ta r nekat stcejbo n fo snoitanibmoc fo rebmun eht detneserper )r,n(C taht etorw ew siht
 0  htiw emit )x+1( yltneuqesnoC .n≤ r ≤ n  ,)2,n(C ,)1,n(C ,)0,n(C ecneuqes eht detareneg

)n,n(C ,..…,)3,n(C  
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.
!n

nx)n,n(P.....
!3

3x)3,n(P
!2

2x)2,n(Px)1,n(P)0,n(P             

nx)n,n(C...3x)3,n(C2x)2,n(Cx)1,n(C)0,n(Cnx1

,oS.emit a ta r
 nekat stcejbo n fo snoitatumrep eht setoned )r,n(P erehw

,)r,n(P
!r

1
!)r-n(!r

!n)r,n(C            

,nr0 lla rof woN

 

.ecneuqes nevig eht rof noitcnuf gnitareneg laitnenopxe eht dellac si

,
0i !i

ix
ia....

!3

3x
3a

!2

2x
2ax1a0a)x(f

,srebmun laer fo .....,5a,4a,3a,2a,1a,0a ecneuqes a roF
.noitinifed gniwollof eht evah eW noitavresbo siht fo sisab eht nO

 

.....,
!5

1,
!4

1,
!3

1,
!2

1,1,1      

,ecneuqes eht rof noitcnuf gnitareneg yranidro eht si xe  noitcnuf ehT
.......,1,1,1,1,1 ecneuqes eht rof noitcnuf gnitareneg laitnenopxe eht si xe  os

0i !i

ix
ia.....

!4

4x
!3

3x
!2

2xx1xe    

,si xe rof noisnapxe seires nairualcaM ehT :gE

 

elpmaxE ?degnarra eb ENIGNE  fo srettel ruof nac syaw ynam woh nI :  
  

 srettel eht morf 4 ezis fo snoitceles elbissop fo tsil swohs elbat gniwollof ehT
4 esoht stnemegnarra fo rebmun htiw gnola ,E,N,I,G,N,E  .enimreted srettel  

 
N N E E  )!2!2(/!4   N N G E  !2/!4  
N G E E  !2/!4    N N I E  !2/!4  

N I E E   !2/!4     N N I G   !2/!4  
I G E E   !2/!4    N G I E  !4  

 
.nuf .neg laitnenopxe gnisu yb noitulos eht niatbo su teL  

x(+x+1[ esu ew E rettel eht roF 2 eht esuaceb  ,])!2/  ehT .egnarra ot s’E 2 ro 1 ,0 era er
oc( 1 si s’E owt egnarra ot syaw tcnitsid fo rebmun - x mret eht fo ffe 2  N rettel eht roF.)2/

x(+x+1[ esu ew 2  tcnitsid fo rebmun ehT .egnarra ot s’N 2 ro 1 ,0 era erehT esuaceb  ,])!2/
oc( 1 si s’N owt egnarra ot syaw - o ffe x mret eht f 2  eht fo hcae rof stnemegnarra ehT.)2/
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 gnitareneg laitnenopxe eht ,yltneuqesnoC.)x+1( yb detneserper era I dna G srettel
,si noitcnuf  

!44x fo ffe-oc si rewsna eht  2x1
2 

!22xx1)x(f  fo owt redisnoC

x mret eht hcihw ni syaw thgie eht 4  fo noisnapxe eht ni sesira !4/  

  x1 x1 !22xx1!22xx1)x(f  

 tcudorp eht morF )1
.srotcaf owt tsal morf nekat si 1 dna

srotcaf owt tsrif morf nekat si !22x erehw

 1 1 !22x !22x

 

 nehT  

 1 1 !22x !22x  

!44x . !2!2!4 

11 !2!24x
 

oc eht dnA - x fo ffe 4  ruof egnarra nac eno syaw fo rebmun eht si hcihw )!2!2(/!4 si !4/
.N ,N ,E ,E srettel  

 tcudorp eht morF )2  

.srotcaf owt tsal morf nekat si x dna rotcaf dnoces morf
 nekat si 1 ,rotcaf tsrif morf nekat si !22x erehw

 x x 1 !22x

 

 ereH  
 x( 4 x = )x()x()1()!2/ 4 x()!2/!4( = !2/ 4 )!4/  

oc eht oS - x fo ffe 4  ,E ,E srettel ruof eht syaw fo rebmun eht si hcihW !2/!4 si !4/
.degnarra eb nac I ,G x gnivlovni mret eht ,)x(f eht fo noisnapxe etelpmoc eht nI 4 

x yltneuqesnoc dna 4 ,!4/   si

!4

4x!4
!2
!4

!2
!4

!2
!4

!2
!4

!2
!4

!2
!4

!2!2
!4

4x
!2

4x
!2

4x
!2

4x
!2

4x
!2

4x
!2

4x
!2!2

4x

 

oc eht erehW - x fo ffe 4  stluser thgie eht yb decudorp )stnemegnarra 201( rewsna eht sI !4/
elbat eht ni  

 
elpmaxE e fo snoisnapxe seires nairualcaM eht redisnoC : x e dna -x 
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....
!5

5x
!3

3x1
2

xexe

teg ew seires eht tcartbus

....
!4

4x
!2

2x1
2

xexe

....
!4

4x
!2

2x12xexe

,teg ew rehtegot seires eseht dda

...
!4

4x
!3

3x
!2

2xx1xe         ...
!4

4x
!3

3x
!2

2xx1xe

 

iwollof ni su pleh stluser esehT selpmaxe gn  
:elpmaxE   fo 21 .kcalb dna etihw ,eulb ,der sroloc eht fo hcae 21 ,sgalf 84 seirrac pihs A

.spihs rehto ot langis a etacinummoc ot redro ni elop lacitrev a no decalp era sgalf eseht  
 

)a  na sgalf eulb fo rebmun neve na esu slangis eseht fo ynam woH  rebmun ddo na d
?sgalf kcalb fo  

...
!5

5x
!3

3xx...
!4

4x
!2

2x1
2

...
!3

3x
!2

2xx1)x(f

,noitcnuf gnitareneg laitnenopxE

 

 n ,sgalf n fo pu edam langis lla sredisnoc  .on neve ot tcirtser srotcaf owt tsal ehT .1 ≥
.sgalf kcalb fo .on ddo dna eulb fo  

1i !i

ix4
4
11

0i !i

ix4
4
1       

1x4e
4
1x2ex2ex2e

4
1       

2

xexe
2

xexe2xe)x(f

,ecniS

 

oc ehT - x fo ffe 21 4()4/1( sdleiy )x(f ni !21/ 21 =) 4  11  sgalf 21 fo pu edam slangis
sgalf kcalb .on ddo & eulb .on neve htiw  

)b  ?lla ta sgalf etihw on ro ,sgalf etihw 3 tsael ta evah slangis eht fo ynam woH  
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0i 0i !i

ix3
2

2x
!i

ix3x
0i !i

ix4       

x3e2x
2
1x3exx4e       

!2

2xxxex3e2xe
!2

2xxxexe       

2
...

!3

3x
!2

2xx1...
!4

4x
!3

3x1...
!3

3x
!2

2xx1)x(f

,noitcnuf gnitareneg laitnenopxE

.214 si 
!21

21x fo ffe-oc eht os

,
!21

21x214
!21

21x4 mret a evah ew ereh ,
0i !i

ix4 )i

dnif ew ,dnammus hcae redisnoc ew sA .)x(f ni !2121x

fo ffe-oc eht si ereh slangis .on eht rof rewsna ehT
.lla ta enon ro ,sgalf etihw 21 eht fo erom

ro eerht niatnoc taht esoht ot slangis eht stcirtser

!2

2xxxe...
!4

4x
!3

3x1

,rotcaf eht ereH

.11)3()21( si 
!21

21x fo ffe-oc eht ereh dna

!21

21x11)3()21(
!11

21x113
!11

11x3x     

 mret eht redisnoc ot deen ew

,!2121x mret eht redisnoc ot redro ni ,siht nI .
0i !i

ix3x )ii
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.812,457,010131121
2
111321214      

iii fo tluseR  ii fo tluseR  i fo tluseR       
si ,lla ta enon ro ,sgalf etihw 3

 tsael ta htiw slangis galf 21 fo rebmun eht ,yltneuqesnoc

.0131121
2
1 si 

!21

21x  fo ffe-oc eht erehw

,
!21

21x0131121
2
1

!01

21x01x3
2
1

!01

01x3
2

2x

mret eht redisnoc ot deen ew

,
!21

21x mret teg ot redro ni ,dnammus tsal siht rof ,
0i !i

ix3
2

2x )iii

 

 
E :elpmax   fo eno ot dengissa eb ot si mohw fo hcae ,seeyolpme wen 11 serih ynapmoC

 ynam woh nI .eeyolpme wen eno tsael ta teg lliw noisividbus hcaE .snoisividbus ruof eht
?edam eb stnemngissa eseht nac syaw  

iuqe nac ew ,D dna C ,B ,A snoisividbus eht gnillaC  secneuqes rettel 11 eht tnuoc yltnelav
 laitnenopxe ehT .D dna ,C ,B ,A srettel hcae fo ecnerrucco eno tsael ta si ereht hcihw ni

:si tnemegnarra eseht rof noitcnuf gnitareneg  

4
...

!4

4x
!3

3x
!2

2xx)x(f

4

0i
11i4

4

i
i1

111411261134114    

:)x(f ni 
!11

11x fo ffe-oc eht si rewsna eht

1xe4x2e6x3e4x4e         

41xe)x(f
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:elpmaxE   secneuqes eht enimreteD  gnitareneg laitnenopxe gniwollof  yb detareneg

.snoitcnuf

....,6743 ,214 ,44 ,3 e.i    
....3,2,1,0n htiw n34-n87 si ecneuqes eht   

0n 0n !n

nx34
!n

nx87 x3e4x8e7)x(f:nlos   

x3e4x8e7)x(f)b

.....,45,35,25 ,5 ecneuqes eht secudorp siht   

0n !n

nx55  x5e5)x(f:nlos   

.x5e5)x(f)a

 

....,19,1-,3,21,3   si hcihw    
....,43,8233,623,)913(,03 si ecneuqes os    

x92x63x82
0n !n

nxn3                     

x92x63x82x3e)x(f:nlos   

x92x63x82x3e)x(f)d

.... ,2 ,2 ,2 ,)32( ,2 ,2 si ecneuqes eht os   

2x3
0n !n

nx22x3xe2)x(f:nlos   

2x3xe2)x(f)c

 

 
rotarepO noitammuS  

 gnitareneg yranidro morf og ot su spleh taht euqinhcet a ecudortni ew noitces siht nI
a ecneuqes rof noitcnuf 0 a , 1 a, 2 a , 3  ot .… , a ecneuqes eht rof noitcnuf gnitareneg 0 a , 0 a+ 1  ,

a0 a+ 1 a+ 2 a , 0 a+ 1 a+ 2 a+ 3 .… ,  
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.rotarepo noitammus sa 
)x-1(

1 ot refer ew suhT

....,2a1a0a,1a0a,0a ecneuqes eht setareneg 
)x-1(

)x(f ,os

....3x3a2a1a0a2x2a1a0ax1a0a0a          

....3x2xx1 ....3x3a2x2ax1a0a          

)x-1(
1.)x(f

)x-1(
)x(f

.
)x-1(

)x(f noitcnuf eht ,redisnoc   ,....3x3a2x2ax1a0a)x(f rof

 

....4,3,2,1 ecneuqes eht rof .nuf .neg eht si 2)x-1(

1
x-1

1.
x-1

1

...,111,11,1 ecneuqes eht rof .nuf .neg eht si 
x-1

1.
x-1

1

,teg ew ,
x-1

1 rotarepo noitammus eht ylppA

...,1,1,1 ecneuqes eht rof .nuf .neg eht si 
x-1

1 taht wonk eW

 

....,5,3,1,0 ,ei  ....,2210,210,10,0

ecnneuqes eht rof .nuf.neg si hcihw 2x1

2xx
x1

1
x1

2xx

,teg ew ,rotarepo noitammus eht niaga ylppA
...,4,3,2,1,0 ecneuqes eht e.i

...,1110 ,110,10,0 rof nuf .neg si hcihw 
x1

2xx
x1

1)2xx(

,teg ew ,rotarepo noitammus eht ylppA
...0,0,0,1,1,0 ecneuqes eht rof ,2xx .nuf.neg eht redisnoC
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2n
n

1k
)1-k2( ,1n rof taht stseggus sihT

.....,9 ,4 ,1 ,0 e.i
.... ,5310 ,310 ,10 ,0  ecneuqes eht

 rof .nuf .neg eht si hcihw 3x1

2xx
x1

1
2x1

2xx

,teg ew ,noitcnuf noitammus eht niaga ylppA

 

 :elpmaxE 0 sserpxe ot alumrof a dniF 2 1 + 2 2+ 2 3+ 2 n+…+  2 .n fo noitcnuf a sa  
 

...,4 ,3 ,2 ,1 ,0 ecneuqes eht rof .nuf .neg eht si 2)x-1(

x os

...3x42x3x21
xd

)x(gd
2)x1(

1)1(2-)x-1()1-(

,neht     ....3x2xx1
x-1

1)x(g

 htiw trats eW

 

n

0i
2i si 4)x1(

)x1( x ni nx fo ffe-oc ecneH

...,23222120,222120,2120,20 setaraeneg siht

4)x1(

)x1(x
)x1(

1.3)x1(

)x1(x
,teg ew ,siht ot rotarepo noitammus ylppA

....,23,22,21,20 setareneg   3)x1(

)x1(x os

...4x243x232x22x3)x1(

)x1(x
xd

)x(gdx
xd
dx    

,taht dnif ew euqinhcet siht gnitaepeR
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2n1
1)2n(4

2n
2n11n1

1)1n(4

1n
1n1

2n1
4

2n
1n1

4

1n
  

,si nx fo ffe-oc eht os

....2x
4

2
x

4

1

4

0
2xx              

4x12xx4x1

x1x
,sa detlauclac eb osla nac ffe-oc siht tuB

 

6
1n21nn

1n2n1nn
6
1

1nn1nn1n2n
6
1

!)2n(!3
!1n

!)1n(!3
!2n

2n

2n

2n

1n

 

elpmaxE  gnitareneg eht gnisu srebmun larutan n tsrif fo mus eht rof alumrof a dniF :
.… ,51 ,01 ,6 ,3 ,1 ,0 ecneuqes eht rof noitcnuf  

....,51,01,6,3,1,0 setareneg 3)x-1(

x nehT

...,51,01,6,3,1 setarneg 3)x-1(

1  noitcnuf eht suhT

0i
ix

2i

i3)x-1(

1 ,evah ew ,3n rof

0i
ix

1in

in)x-1(
1

,taht wonk eW
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1nn
2
13n

1-n
        

1n1
1-)1-n(3

1-n
1n11n1

3-

1-n
        

3x-1 ni 1-nx fo ffe-oc        

3x-1 ni nx fo ffe-oc        

3x-1

x ni nx fo ffe-oc
n

0k
k

,woN

 

 
 

( seirammuS m  ,stcejbo  n )sreniatnoc  
 rebmuN                             emoS      sreniatnoC     stcejbO  

   fo                            sreniatnoC           erA             erA  
tsiD              ytpmE eB yaM       tcnitsiD     tcnitsiD snoitubir  

    
                                        seY                seY           seY nm      

 
                                       oN                seY           seY n!S(m,n) 

 
                  seY                 oN           seY S(m +)1, S(m +...+)2, S(m,n) 

 
                                          oN                 oN           seY S(m,n) 

 

           seY                seY            oN
m

1mn
 

 

                       oN                seY            oN
nm

1)nm(n
 

 
       oN            )1(          seY                oN p(m  rof ,) n=m 
     

 )2(           oN                oN             oN p(m +)1, p(m +...+)2, p(m,n  ,) n<m                                                             
p(m,n   )  

p(m.n  fo snoititrap fo rebmun:) m axe otni  yltc n sdnammus  
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8 TINU  

snoitaleR ecnerruceR dna secneuqeS  
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snoitaleR ecnerruceR dna secneuqeS  
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• ionaH fo rewoT  
- dellac emag a ,yrutnec htneetenin eht nI   ni ralupop emaceb ionaH fo rewoT eht

 .amharB fo elpmet eht ni yaw rednu si taht krow stneserper emag sihT .eporuE  
-  ksid nedlog hcaE .sksid nedlog 46 gniniatnoc gep eno htiw ,sgep eerht era erehT

 .ti woleb ksid eht naht rellams ylthgils si  
-  ot si ksat ehT .gep driht eht ot gep tsrif eht morf sksid 46 lla evom  
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• :swollof sa era sksid eht gnivom rof selur ehT  

.1  .emit a ta devom eb nac ksid eno ylnO  

.2  .sgep eht fo eno no decalp eb tsum ksid devomer ehT  

.3  t no decalp eb tonnac ksid regral A .ksid rellams a fo po  
 

•  refsnart ot deriuqer sevom fo rebmun muminim eht enimreted ot si evitcejbo ehT
.gep driht eht ot gep tsrif eht morf sksid eht  

 
•  .ksid eno ylno sniatnoc gep tsrif eht hcihw ni esac eht redisnoc tsriF  

– orf yltcerid devom eb nac ksid ehT 3 gep ot 1 gep m  .  
 

•  .sksid owt sniatnoc gep tsrif eht hcihw ni esac eht redisnoC  
– .2 gep ot 1 gep morf ksid tsrif eht evom tsriF  
– 3 gep ot 1 gep morf ksid dnoces eht evom nehT  .  
– 3 gep ot 2 gep morf ksid tsrif eht evom ,yllaniF  .  

 
•  hcihw ni esac eht redisnoC  ezilareneg neht dna sksid eerht sniatnoc gep tsrif eht

.)sksid fo rebmun yrartibra na ot ,tcaf ni( sksid 46 fo esac eht ot siht  
–  ,3 gep ot 3 rebmun ksid evom oT .sksid eerht sniatnoc 1 gep taht esoppuS

2 gep ot devom eb tsrif tsum sksid owt pot eht  . un ksiD  eb neht nac 3 rebm
3 gep ot 1 gep morf devom  .  gep ot 2 gep morf sksid owt pot eht evom oT

 etaidemretni eht sa 1 gep esu emit sihT .erofeb sa ygetarts emas eht esu ,3
 .gep  

–  eerht htiw melborp ionaH fo rewoT eht ot noitulos a swohs 2.8 erugiF
.sksid  
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•  lla sniatnoc gep tsrif eht ,nigeb oT .sksid 46 fo esac eht ot melborp siht ezilareneG
 36 pot eht sselnu 3 gep ot 1 gep morf devom eb tonnac 46 rebmun ksiD .sksid 46

1 gep morf sksid 36 pot eht evom tsrif oS .gep dnoces eht no era sksid   ,2 gep ot
3 gep ot 1 gep morf 46 rebmun ksid evom neht dna  .  lla era sksid 36 pot eht woN

2 gep no  .  
 
•  morf sksid 26 pot eht evom tsrif ,3 gep ot 2 gep morf 36 rebmun ksid evom oT

3 gep ot 2 gep morf 36 rebmun ksid evom neht dna ,1 gep ot 2 gep  . eht evom oT  
.erudecorp ralimis a wollof ,sksid 26 gniniamer  

 
•  niatnoc 1 gep tel ,lareneg nI  n .sksid 1 ≥  

 pot eht evoM .1  n  eht sa 3 gep gnisu 2 gep ot 1 gep morf sksid 1 −
.gep etaidemretni  

 rebmun ksid evoM .2  n 3 gep ot 1 gep morf . 
 pot eht evoM .3  n  1 gep gnisu 3 gep ot 2 gep morf sksid 1 −  
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snoitaleR ecnerruceR suonegomoH raeniL  
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snoitaleR ecnerruceR suonegomoH raeniL  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

snoitaleR ecnerruceR suonegomoH raeniL  
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snoitaleR ecnerruceR suonegomohnoN raeniL  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

snoitaleR ecnerruceR suonegomohnoN raeniL  
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secnerruceR raeniL  
 

 hcihw snoitaler ecnerrucer fo ssalc a si erehT nac    .lareneg ni yllacitylana devlos eb
 dellac era esehT secnerrucer raenil  ccanobiF eht edulcni dna .ecnerrucer i  

:iccanobiF evlos ot woh gniwohs yb nigeB  
 

iccanobiF gnivloS  
 

:spets cisab 3 sah noitulos epiceR  
)1   mrof eht fo noitulos emussA  na = n r  
)2   elbissop lla dniF ’r  1eseht llaC  .krow siht ekam ot mees taht s r1 dna  r  yfidoM  .2

 ot noitulos demussa areneg noitulos l   na = rA 1  n + rB 2n  erehw  B,A .stnatsnoc era  
)3   dnif ot snoitidnoc laitini esU  B,A dna  .noitulos cificeps niatbo  

 
iccanobiF gnivloS  

 
)1   mrof eht fo noitulos laitnenopxe emussA  na =  n r : 

 otni siht gulP an = an-1 + an-2 : 
 r n =  r n-1 +  r n-2  

a taht ecitoN  nommoc a evah smret eerht ll rn-2 :tuo siht edivid os ,rotcaf  
rn /rn-2 = (  r n-1+  r n-2 /)  r n-2   r 2 =   r + 1 
 

 eht dellac si noitauqe sihT  noitauqe citsiretcarahc .noitaler ecnerrucer eht fo  
 

)2   elbissop lla dniF ’r citsiretcarahc evlos taht s  
 r 2 =   r + 1 

  aC  eseht ll r1 dna   r .2
1   si noitulos lareneG  

an = rA 1
n + rB 2

n    erehw  B,A .stnatsnoc era  
:sevig 2alumrof citardauQ  

r  1( =  2/)5  
 oS r1 +1( =  ,2/)5 r2 1( = - 2/)5  

 :noitulos lareneG  
an =  A +1([ ]2/)5 n +  B 1([ - ]2/)5 n  
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iccanobiF gnivloS  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

aeniL stneiciffeoC tnatsnoC htiw secnerruceR r  
 

“ gnivlos ot sezilareneg dohtem suoiverP  tnatsnoc htiw snoitaler ecnerrucer raenil
”stneiciffeoc : 

 eb ot dias si noitaler ecnerrucer A  :FED raenil    fi na   eht fo noitanibmoc raenil a si
noitcnuf a sulp smret suoiverp   fo n  noitcnuf detacilpmoc rehto ro sebuc ,serauqs on .e.I  .

 suoiverp eht fo ia   eht neht stnatsnoc era stneiciffeoc eht lla noitidda ni fI  .rucco nac
 evah ot dias si noitaler ecnerrucer stneiciffeoc tnatsnoc . 

 
stneiciffeoC tnatsnoC htiw secnerruceR raeniL  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  snoitidnoc laitini esU a0  ,0 = a1  dnif ot 1 =  B,A dna  .noitulos cificeps niatbo  

=0 a0 =  A +1([ ]2/)5 0 +  B 1([ - ]2/)5  0 =  A +B 
=1 a1 =  A +1([ ]2/)5 1 +  B 1([ - ]2/)5  1     = A +1( 2/)5  +  B 1( - 2/)5   

   = (A+  B ( + 2/) A-  B ) 2/5  
 evig noitauqe tsriF  B  = -A 2 otni gulP . dn : 

2+ 0 = 1 A  os  2/5  A /1 =  ,5  B  = - /1 5 
:rewsna laniF  

 
)!TI KCEHC(  nn

na
2

51
5

1
2

51
5

1

  :Q ?stneiciffeoc tnatsnoc htiw raenil era gniwollof eht fo hcihW  
.1  an 2 = an-1 

 
.2  an 2 = an-1 2 + n-  3 - an-3 

 
.3  a  n a = n-1

2 
 

.4  :noitcnuf noititraP  

)1,1(
1

0
innCpp

n

i
in
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stneiciffeoC tnatsnoC htiw secnerruceR raeniL  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

secnerruceR raeniL suoenegomoH  
 

 ecnerrucer fo epyt reisae na evlos ot woh wonk tsrif tsum ew secnerrucer hcus evlos oT
:noitaler  

 eb ot dias si noitaler ecnerrucer raenil A  :FED h suoenegomo   noitanibmoc raenil a si ti fi
 ecnerrucer eht fo smret suoiverp eht fo tuohtiw   fo noitcnuf lanoitidda na n. 

 
?suoenegomoh era gniwollof eht fo hcihW  :Q  

.1   an 2 = an-1 

.2   an 2 = an-1 2 + n-3 – an-3 

.3     :noitcnuf noititraP  
 
 

tsnoC htiw secnerruceR raeniL stneiciffeoC tna  
 
 

:A  
.1  an 2 = an-1  :  SEY  

 
.2  an 2 = an-1 2 + n-  3 - an-3  :  SEY  

 
.3  a  n a = n-1

2  :  a ton si gnirauqS  .ON   ylralimiS  .noitarepo raenil a  n a = n-1an-   2   dna a  n  =
(soc an-2 non era ) - .raenil  

 

.4  :noitcnuf noititraP  )1,1(
1

0
innCpp

n

i
in      .ON  

 sa tnatsnoc ton era stneiciffeoc tub ,raenil si sihT  C (  n -  ,1  n -1-  i non a si ) -  tnatsnoc
 fo noitcnuf n. 

)1,1(
1

0
innCpp

n

i
in

:A  
.1  an 2 = an-1  :  SEY  
.2  an 2 = an-1 2 + n-  3 - an-3   mret artxe na s’erehT  .oN :  f (n 2 = ) n-3 

.3  :noitcnuf noititraP  
 
 

 suoiverp eht gnivlovni ton raeppa smret oN  .SEY pi 

)1,1(
1

0
innCpp

n

i
in
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s’.ffeoC .tsnoC htiw secnerruceR raeniL suoenegomoH  
 

3 ehT -  lareneg rof llew skrow ecnerrucer iccanobiF eht rof desu ssecorp pets
 wef a era erehT  .stneiciffeoc tnatsnoc htiw snoitaler ecnerrucer raenil suoenegomoh

emos erehw secnatsni  .yrassecen si noitacifidom  
 

 suoenegomoH – snoitacilpmoC  
 

)1  stoor gnitaepeR   nrael t’nod taht ylpmi stoor gnitaepeR  .noitauqe citsiretcarahc ni
 evlos ot noitamrofni hguone evah ton yam os ,toor dnoces morf wen gnihtyna

 .snoitidnoc laitini nevig htiw alumrof   txen no siht htiw laed ot woh ees ll’eW
.edils  

)2   noN -  stoor rebmun laer  cidoirep sah ecneuqes eht fI  .noitauqe citsiretcarahc ni
 elpmaxe rof( stoor xelpmoc teg yam ,roivaheb an  = -an-2)1  tuoba yrrow t’now eW .

b sa skrow dohtem emas ,elpicnirp ni( esac siht  xelpmoc esu tpecxe ,erofe
.)citemhtira  

 
stooR gnitaepeR :noitacilpmoC  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

stooR gnitaepeR :noitacilpmoC  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 evloS  :GE an 2 = an-1-an-  2 a , 0 1 = a , 1 2 =  
tsiretcarahc dniF  ni gniggulp yb noitauqe ci a  n =  r n: 

 r 2 - 2r 0 = 1+  
 ecniS  r 2 - 2r ( = 1+  r - )1   2  toor eht  r  .staeper 1 =  

 noitulos lareneg gnisu yb evlos ot deirt ew fI  
a  n  = rA 1

n+ rB 2
 n  = A1n+B1n  = A+B 

 secrof hcihw an   ( noitcnuf tnatsnoc a eb ot  .)  
s ylpitluM  :NOITULOS  yb noitulos dnoce n :ekil skool noitulos lareneg os  

a  n  = rA 1
n+ rnB 1

n 

 evloS an 2 = an-1-an-2 a , 0 1 = a , 1 2 =  
 :noitulos lareneG a  n  = A1n+ nB 1n

  = A+ nB  
 

snoitidnoc laitini otni gulP  
 = 1 a  0  = A+ ·B 0·10  = A 
 = 2 a  0  = ·A 11+ ·B 1·11  = A+B 

 noitauqe tsrif gniggulP  A 1 =  tni +1 = 2 :dnoces o B  seilpmi  B .1 =  
 :rewsna laniF a  n +1 = n 
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esaC suoenegomohnoN ehT  
 

113 .p nesoR ees( ecnerrucer ionaH fo rewoT eht redisnoC -  )313  
an 2 = an-1 .1+  

 .gnipocselet gnisu evlos dluoC  :etirweR  .yllacidohtem ti evlos s’tel daetsnI  
an - 2an-1 1 =  

)1  .esac suoenegomoh eht evlos .e.i ,0 ot tes SHR eht htiw evloS  
)2  :elur esu .e.I  .noitulos lareneg teg ot noitulos ralucitrap a ddA  

 
 
 
 
 
 
 

esaC suoenegomohnoN ehT  
 
 
 
 
 
 
 

aC suoenegomohnoN ehT es  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 lareneG  
 suoenegomohnoN  

=  lareneG  
 suoenegomoh  

ralucitraP  
 suoenegomohnoN  

+ 

an - 2an-  1 1 =  
)1   evlos .e.i ,0 ot tes SHR eht htiw evloS  

an - 2an-  1 0 =  
 :noitauqe citsiretcarahC  r - 2 0 =  

 euqinu os   si toor r si noitauqe suoenegomoh ot noitulos lareneG  .2 =  
a  n  = ·A 2n 

)2   rof noitulos lareneg teg ot noitulos ralucitrap a ddA an - 2an-  1   .1 =
:elur esU  

 
 lareneG

 suoenegomohnoN =  lareneG
 suoenegomoh

ralucitraP
 suoenegomohnoN+
 

 
 

 ,elpmaxe roF  .snoitulos suoenegomohnon ralucitrap gnisseug rof skcirt elttil era erehT

R eht nehw .tnatsnoc a eb osla dluohs sseug eht ,tnatsnoc si SH 1 

 mrof eht fo noitulos ralucitrap a sseug oS bn=C. 

:noisrucer lanigiro eht otni gulP  

1 = bn – 2bn-  1 = C – 2  C  = -C.    eroferehT  C  = - .1  

 :noitulos lareneG a  n  = A 2·  n - .1  
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esaC suoenegomohnoN ehT  
 

 ionaH fo srewoT eht fo esac eht nI  .noitulos desolc teg ot snoitidnoc laitini esu ,yllaniF
:si noitidnoc laitini ,noisrucer  

a1 1 =  
  noitulos lareneg gnisU  na  = ·A 2n - :teg ew  1  

 = 1 a1  = ·A 21 - 2 = 1 A – .1  
,eroferehT  2 = 2  ,A  os  A .1 =  

 :rewsna laniF an 2 = n -1 
 

detacilpmoC eroM  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

detacilpmoC eroM  
 
 
 
 
 
 
 
 

cer ot noitulos lareneg eht dniF  :GE :elpmaxe sgnirts tib eht morf ecnerru  

 an 2 = an-1 2 + n-  3 - an-3 

 

 sa etirweR )1 a  n - 2an-  1  + an-  3 2 = n-  3 :trap suoenegomoh evlos dna  

 

 :noitauqe citsiretcarahC  r 3 - 2r .0 = 1+  

 

 toor sseuG  r  =  .edivid   stoor regetni sa 1  

 r ( yb tuo edivid os ,skrow 1 =  r - teg ot )1  

 r 3 - 2r ( = 1+  r - ()1  r  2 +r - .)1  

 r 3 - 2r ( = 1+  r - ()1  r  2 +r - .)1  
 no alumrof citardauQ  r  2 +r - :1  

r ( = -  1  2/)5  
 oS r1  ,1 = r  2 ( = - +1  ,2/)5 r  3 ( = -1- 2/)5  

 :noitulos suoenegomoh lareneG  
a  n =  A  +  B ([ - +1 ]2/)5  n +  C ([ -1- ]2/)5 n  
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detacilpmoC eroM  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

uoenegomohnoN )2  ot noitulos ralucitrap s a  n - 2an-  1  + an-  3 2 = n-3 

 mrof eht sseuG b  n  =  k 2n  :ni sseug gulP  .  
 k 2  n - 2  k 2n-1

  +  k 2n-3
 2 = n-3 

 :ot seifilpmiS k   .1=  
 si noitulos ralucitrap oS b  n 2 = n 

 

 lareneG
 suoenegomohnoN =  lareneG

 suoenegomoh
ralucitraP

 suoenegomohnoN+
 

 

 :rewsna laniF  
an=  A  +  B ([ - +1 ]2/)5  n  +  C ([ -1- ]2/)5 n 2 + n 


